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纯粹数学科课程及评估指引 (高级程度 )  

与  
中学课程纲要–纯粹数学科 (高级程度 )1992 

内容对照   
 
 

  本纯粹数学科课程及评估指引 (高级程度 )是由一九九二年编

订之中学课程纲要纯粹数学科 (高级程度 )修订而成，主要是删除或

减少其中一些课题。为方便教师参考，这些课题以       方格覆

盖。说明及备注则列于       方格内，让教师较易掌握教学的内

容和深度。  

 

 
 

 

  

3. 课  程 
单元 A1：数学语言 
特定目标： 
(1) 理解基本的集合语言。 
(2) 理解基本逻辑。 

内容 时间 
分配 

教学建议 

 
1.1 集合语言 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
  有关本节需要引入的基本术语包括集、元素、子集、母集、幂集、空集、等集、不

相交的集、全集、交集、并集、余集和积集等。在引入上列的概念时，手法毋须过于严

谨，惟教师宜于施教时能广泛采用多样化的简单而实质的生活化例子来支持教学。有关

的常用符号和记号亦应加以说明。以下是一些参考数据： 

(1) 一般来说，集是用大字母来代表的而小字母则代表元素。以下是一些常用的数

集及其代表符号： 
    自然数集  N 
  整数集   Z；I 
  有理数集  Q 
  实数集   R 
  复数集   C 

 
(2) 集通常可用表列式 (即表列其所有元素) 

如 A = { 2, 4, 6, 8, 10}     或命题式 { x：p(x) } 
如 A = { x：x ≤ 10，x 为正偶数} 来表达。 

 
(3) 在讲解有关交集、并集和余集的课题时，教师可引入一些有关的简单而直接的

运算法则和借助范氏图所提供的直观了解来说明一些概念如「交换的」、「结合

的」和「分布的」等。 

11

1.2 基本逻辑  5      在本节需要引入的基本术语包括语句 /命题、真值、合取、析取、否定式、条件式

和双条件式、等价句语、等价、蕴合式、量词、例及反例。至于透过运用真值表来阐释

 

  35  表示删去的内容

 
 



内容 时间 
分配 

教学建议 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

上列的连词是一可行的辨法，惟在讲解条件式和双条件式时，重点的说明宜置于「若且」

及「若且仅若」的形态，务使学生能充份掌握这两种广泛出现于数学研习中的概念。在施

教时，教师应提供足够的相关的生活化事例以助说明，而学生亦应能相对地提供例子以

强化学习。整体来说，以课堂的讨论形式来引入这些概念的方法比透过纯理论的分析方

法更为值得注重。 

  为着加强学生对于「充份条件」、「必要条件」和「充要条件」的认知，教师宜就下开所

提供的两命题例子与学生作课堂的讨论和探索，从而了解何种条件适用于该等例句中：

(1) x 和 y 均为整数；xy 为整数。 
(2) x 和 y 均为偶数；x + y 为偶数。 
(3) x 和 y 均为偶数；x + y 及 xy 均为偶数。 
(4) 方程ax2 + bx + c = 0 有等根；b2−4ac = 0  

再者，教师亦应将 
 ( ) ( )p~ q~qp →≡→ （逆反命题） 

的意义运用上列的例句详加说明和演绎。同时亦可提供一些运用反证法(归谬法)的论证

来作示范，以资巩固。其中证明 2 为无理数者尤为常用的例子。  

  

10 
 

12  

   
 

    

 单元 A2：函数 
特定目标： 
1.   将函数作为学习其它数学单元的基本工具。 
2.   绘画及描述不同的函数。 

 
内容 时间 

分配 
教学建议 

13 

2.1    函数及其图像 
 
 
 
 
 
 
 

2.2    函数的性质及运算 
 

 
 

 
2 

 

 

 

 

4 

 
   应教导学生认识清楚函数的定义，但函数的严格定义可不需深究，并可采用下列方

式来说明函数的定义： 
  ，f 为一由 A 至 B 的函数 BA:f →

 
假若 A 集中的每一元素均以某种方式匹配 B 集的唯一元素。A 集称为 f 的定义域，B 集称

为 f 的值域。因函数 f 关系而对应于A集中元素 x 的 B集元素，通常用 f(x)表示，并称为 x
在函数 f 下的像。f [A]则称为 A 集在函数 f 下的像点集。在此，真值函数的意义须特别强

调，因为它们在本课程的其它单元中有广泛使用，学生并须懂得如何绘画函数的图像。  
 
  学生应该清楚知道内射、满射和对射函数的定义，并能将它们分辨和将它们应用于

解答有关问题。教师可采用下列提供的方法： 
        函数 为 BA:f →
 

(i) 内射(一个对一个)若且仅若对集A中的元素a1、a2，a1 ≠ a2蕴涵f(a1) ≠ f(a2)，或者等

价地，f(a1) = f(a2) 蕴涵a1 = a2； 
(ii) 满射若且仅若 f[A] = B； 

( B 集之中的每一元素均为 A 集之中某一元素的像点。) 
(iii) 对射(一一对应)若且仅若 f 为一内射和满射函数。 

 
此时，教师应该已替学生在反函数f−1的定义做好了预备，并可以推论出下列性质： 
f为一对射函数若且仅若其反函数f−1存在。 
 
再者，函数与其反函数(如存在的话) 的图像仅为直线 y = x 上的反射。这个性质应利

用足够的例子来加以说明。 
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内容 时间 
分配 

教学建议 
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  学生应懂得分辨奇函数、偶函数、周期函数、递増和递减函数。对于这些函数，应

给予学生清楚的定义。至于递増和递减函数的定义，在未曽学习微分法之前，可采纳以

下提供的定义： 
(i) f(x) 为一递増函数(严格递増)若且仅若x2

 > x1蕴涵f(x2) ≥ f(x1) ((f(x2) > f(x1))； 
(ii) f(x) 为一递减函数(严格递减)若且仅若x2

 > x1蕴涵f(x2) ≤ f(x1) ((f(x2) < f(x1))。 

 f(x) 是严格递増 f(x) 是严格递减 
 

        
  这些性质对绘画曲线和计算定积分均甚为有用。 

 
  对于函数的运算，教师应与学生讨论下列各点：设 f、g 为函数，则 f +g、f −g、f × g
及 f/g (在考虑范围下的所有 x，g(x) ≠ 0) 均为函数。 
   
  至于复合函数，因为它们在微分学中对学习链式法则极为重要，故需要给予学生足

够的例子，以便他们能够掌握复合函数的概念。教师可引用以下例子，并列举其它真值

函数的例子作为解释。 
 
  若函数 及 则 f与 g的复合函数为 及对A集内所有元素

x，
BA:f → CB:g → CA:fg →o

))x(f(g)x(fg =o 。 

    

内容 时间 
分配 

教学建议 
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2.3     代数函数 
 
 
 
 
 
 
2.4     三角函数及其公式 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2 

 
 
 

 
 

 
14 

 
  学生应对下列的代数函数有所认识： 

(a) 多项式函数； 
(b) 有理函数 ； 
(c) 幂函数xα

，其中α 为有理数； 
(d) 由上述各函数的加、减、乘、除和复合而成的其它代数函数、例如 1x 2 + 。

 
  学生应懂得绘画六个三角函数及其反函数的图像。下列有关三角函数的基本关系应

与学生详细讨论： 
  sin2 θ +cos2θ = 1 
   tan2 θ +1 = sec2 θ  
   cot2 θ +1 = cosec2 θ 

学生并应懂得三角函数在 ±
2

n( π
θ )时的化简 (当 n 为奇数或偶数)。其余有关的应用和

公式亦应一并教授。 
 

(1) 复角公式 
BsinAcosBcosAsin)BAsin( ±=±  
BsinAsinBcosAcos)BAcos( m=±  

tanAtanB1
tanBtanAB)tan(A

m
±=±  
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内容 时间 
分配 

教学建议 
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(2) 倍角公式 

AcosAsin2A2sin =  

 

    

    

AsinAcosA2cos 22 −=

1Acos2 2 −=

Asin21 2−=

Atan1
Atan2A2tan 2−

=  

 

 

Asin4Asin3A3sin 3−=

Acos3Acos4A3cos 3 −=

Atan31
AtanAtan3A3tan 2

3

−
−=  

 
(3) 半角公式 

)Acos1(
2
1

2
Asin2 −=  

)Acos1(
2
1

2
Acos2 +=  

2t1
t2     Asin

+
= ； 2

2

t1
t1Acos

+
−=  

  其中
2
Atant ≡  

 
(4) 和及积公式 

2
BAcos

2
BAsin2BsinAsin −+=+  

2
BAsin

2
BAcos2BsinAsin −+=−  

2
BAcos

2
BAcos2BcosAcos −+

=+  

   

内容 时间 
分配 

教学建议 
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2.5    指数函数及对数函数 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
2

ABsin
2

BAsin2BcosAcos −+
=−  

    ))BAsin()BA(sin(
2
1BcosAsin −++=  

    ))BAsin()BA(sin(
2
1BsinAcos −−+=  

    ))BAcos()BA(cos(
2
1BcosAcos −++=  

    ))BAcos()BA(cos(
2
1BsinAsin +−−=  

 

  其实；大部份公式均为基本定义的引申，故此教师应鼓励学生将它们证明出来，并

讨论将数式 a cos x + b sin x 转变为 r sin(x +α) 或 r cos(x +β)的方法。将上述各个公式应

用在恒等式的证明和计算三角方程式的解亦应包括在课程内。 
 
  学生应对指数函数和对数函数之间互为反函数的关系有所认识。对数的定义需加以

温习： 

  若且仅若 其中 a > 0 和 a ≠ 1。 yxloga = yax =

对于包含有变量 x 的对数函数，学生应知道它们其实祇是 logx 或函数 f(x)的对数函数而

已。例如： 和 等。 2
10 )x(log )xtan1(loge +

对数函数的一些特性应加以学习。 
  设 ，其中 a > 0 和 a ≠ 1； xlog)x(f a=

(i) f(x) 只在 x > 0 上能够定义； 
(ii) 当 a > 1 时，f(x)是一递増函数，而当 0 < a < 1 时，f(x)是一递减函数； 

(iii) 当 b、c > 0 及 1b ≠ ，
alog
clogclog

b

b
a = ； 

(iv) ； 1alog)a(f a ==

(v) 。 01log)1(f a ==

 
  38  表示删去的内容

 
 



内容 时间 
分配 

教学建议 
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    对于指数函数，应教导学生相应的处理方法。设a为一正常数和x为一变量，则函数ax

为一指数函数。其特性为： 
  设f(x) = ax   其中 a > 0 和 1a ≠ ， 

(i) f(x) 对所有实数均可定义； 
(ii) 当 a > 1 时，f(x)为递増函数而当 0 < a < 1，f(x)则为递减函数； 

(iii) f(0) = a0 =1。 
  学生应懂得绘画下列图像： 

(i) 对数函数 
    当 a > 1 和 0 < a < 1 xlog)x(f a=

(ii) 指数函数  当 a > 1 和 0 < a < 1 

  在此时，教师可引领学生去扩阔他们在对数函数和指数函数的认识。 

(i) e
x
1

1lim
x

x
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∞→
 

(ii) ( ) eh1lim h
1

0h
=+

→
和 

(iii) dt
t
1xlog

x 

1 
e ∫= 。 

〔请注意 (iii) 仅为对数函数的另一定义而已， 可写为 x 〕 xloge nl
对数函数和指数函数的性质应予讨论。  
 对数函数  其中 a > 0，xlog)x(f a= 1a ≠ ， 

(i) )xy(f)y(f)x(f =+  

(ii) )
y
x(f)y(f)x(f =−  

(iii)  )x(nf)x(f n =
 
 
 

 

 

内容 时间 
分配 

教学建议 

 
 
 

 

 
 
 
 
 

 
指数函数  其中 a > 0 xa)x(g =

(i) )y(g)x(g)yx(g ⋅=+  

(ii) 
)y(g
)x(g)yx(g =−  

(iii)  n))x(g()nx(g =

至于函数 和 在学习数学时的重要性应加以指出。 xe xnl

 

  
28 
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单元 A3：数学归纳法 
特定目标： 

1. 理解数学归纳法原理。 
2. 运用数学归纳法原理证明有关正整数的命题。 
3. 能修改数学归纳法原理以适合不同的需要。 

 

内容 时间 
分配 

教学建议 

 

 
 3.1    数学归纳法原理及其应用 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
6 

 
  作为一简单介绍，教师可要求学生考虑 
                1 = 1 
              1 + 3 = 4 
             1 + 3 + 5 = 9  

      ………….……… 
      ………….……… 

去推测首n个奇正整数之和的公式。建立了命题 1 + 3 +5 + . . . + (2n − 1) = n2
之后，学生

在引导下应能理解到若仅验证了有限次，他们还不能肯定此命题的一般正确性。教师可

随即示范利用数学归纳法去证明上述命题。 
 
  教师宜明确地将数学归纳法原理写在黑板上，并可利用骨牌游戏去帮助解释其原

理： 

 

 

内容 时间 
分配 

教学建议 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 6  
 5 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3.2    数学归纳法原理的其它常见形

式及  

其应用 
 

 

     不包括 反向归纳法 

 12  
 11 

  教师应举不同例子示范数学归纳法之应用，例子宜包括级数和、整除性及一些不等

式的证明。数学归纳法原理在不同情况下有不同的变更。教师可用例子说明去证明命题

一定要同时满足数学归纳法的两个条件，缺一不可。其它应用包括证明： 
(i) 正整指数的二项式定理 

(ii) 棣美弗定理，其中 n 为正整数 
(iii) 一些和行列式及方阵有关的命题 
(iv) 莱布尼兹定理及一些和 n 阶导数有关的命题 

 
  作为较深入的研究，教师可以和学生讨论一些需要用归纳法的其它形式之情况。 
例： 

可被 x + y 整除，其中 n 为奇正整数。 
例： 

nn yx +

斐波那契序列定义如下： 
       ，  0a0 = 1a1 =

    ，其中 n 为自然数。 n1n1n aaa += −+
  证明 

         
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +=
nn

n 2
51

2
51

5
1a 。 

 
  教师应指出有必要修改数学归纳法原理才能证明上述两例子。教师宜讨论一些以递

推公式定义的序列例子。 
 

21 
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单元 A4：不等式 
特定目标： 

1. 学习不等式的基本性质。 
2. 证明简单絶对不等式。 
3. 解简单条件不等式。 

 

内容 时间 
分配 

教学建议 

22 

 
4.1     絶对不等式 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4.2   .M.G.M.A ≥
 
 
 

4.3  柯西──许瓦尔兹不等式 
 

 
6 

 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 

4 
 
 
 

3 

 
  学生应能正确地运用符号 a > b 及 a ≥ b。教师应和学生温习不等式的基本性质，其中

应包括 

(i) 对一任意实数 x，  0x2 ≥

(ii) 若 a > b > 0 及 n 为一正整数，则 及nn ba > nn ba >  
(iii) 若 a > b > 0 及 x > y > 0，则 ax > by； 

惟无须涉及这些基本性质之严谨证明。学生应能从这些基本性质推算出简单的絶对不等

式。处理絶对不等式的证明，教师可强调以下的技巧： 
例： 

证明  
证：  
           

21 EE ≥

......EE 21 =−

......=  
           ......=  
            
   
 

0≥

21 EE ≥∴

     作为 的初步认识，教师可提供最多至四个变量的证明，而不强调此定

理的一般性证明。若有需要，教师可用反向归纳法去证明此定理。学生须要懂得如何运

用此结果至 n 个变量。 

.M.G.M.A ≥

 
 学生应理解二次式ax2 +bx+c恒为正数的充要条件为a > 0 及b2 − 4ac < 0，并应能利用

此结果去解如「若cx2 +4x+c+3 恒为正数，其中x 为实数，求c之范围。」的问题。柯西── 许
瓦尔兹不等式可从上述结果证明。 

    

内容 时间 
分配 

教学建议 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.4  绦件不等式 

20 

 
  n = 2 的柯西── 许瓦尔兹不等式的几何意义可从坐标平面得出。 

cos θ  =
OBOA2

ABOBOA 222

⋅
−+  

      = 
[ ]

2
2

2
1

2
2

2
1

2
22

2
11

2
2

2
1

2
2

2
1

bb  aa2

)ba()ba()bb()aa(

++

−+−−+++
 

      = 
2

2
2

1
2

2
2

1

2211

bbaa

)baba(

++

+  

cos2 θ =
)bb)(aa(

)baba(
2

2
2

1
2

2
2

1

2
2211

++
+

                        

因为 cos2 θ  ≤ 1，                            
       
学生应能应用此不等式去解有关的简单问题。 

)bb)(aa()baba( 2
2

2
1

2
2

2
1

2
2211 ++≤+∴

 
  学生宜温习实线上的区间概念。实数的絶对值的定义及性质应予讨论。学生应能解

线性不等式、一元二次不等式及一元高次不等式。教师应和学生讨论含有絶对值的不

等式解法，例如  ⏐a x 2 + bx + c⏐ ≥ d， ⏐x−a⏐+⏐x−b⏐  ≥  c  及 ( x−a )  ⏐x−b⏐≥  c。  教

师亦应对如 0
)x(Q
)x(P ≥ 形式的不等式加以讨论，其中P(x)及Q(x)均为多项式。上述不等式的

复合不等式亦应给予指导。 
 

23 
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单元 A5：正整指数的二项式定理 
特定目标：  

1. 学习及应用正整指数的二项式定理。 
2. 学习二项式定理系数的简单性质。 

 

内容 时间 
分配 

教学建议 

 

3 
 
 
 
 

5 
 
 
 

5 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
5.1 正整指数的二项式定理 

 
 

 

 
5.2  正整指数的二项式定理的应用   

 

 
 

5.3 二项式系数的简单性质 

 

 

 

 

 

 

 

13 

 
  学生应学习如何求 n!及 的值。正整指数的二项式定理可用数学归纳法证明。涉及

符号的讨论只限于作为二项式定理系数之用。教师可指出帕斯卡三角形及二项式定理

系数 的关系。学生并不须要学习一般二项式定理。 

n
rC

n
rC

n
rC

 
 学生应能利用正整指数的二项式定理展开有关的数式。教师应指导学生如何求二项

展式中某特殊项或某特殊项的系数。学生亦应能求出二项展式中的最大项和最大系数。

近似值的应用亦可予以讨论。                                                   
 
  学生应知道 及 均可用作二项式定理系数的符号。讨论宜包括二项式系数的简

单性质及二项式系数的关系如 

n
rC )(n

r

 
 ； 

 =

nn
n

n
2

n
1

n
0 2   C     ...  C     C       C =++++

2n
n

2n
2

2n
1

2n
0 )(...)()()( ++++

2)!n(
)!n2(   

及其它类似关系。 
 
注：排列及组合可以用来引入二项式定理，但有关排列及组合的问题并不需要。学生学

  习微积分后，教师可引入涉及应用微分和积分的二项式系数问题。 
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单元 A6： 多项式及方程 
特定目标： 
1. 学习单变量的实系数多项式的性质。 
2. 学习除法算式、余式定理和欧几里德算法与及它们的应用。 
3. 分解有理函数为分项分式。 
4. 学习单变量的实系数多项式方程的根的性质。 
 

内容 时间 
分配 

教学建议 
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6.1      单变量的实系数多项式 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6 . 2    有理函数  
 

 
5  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4  

 
  学生应学习单变量的实系数多项式的一般式和下列各项名称： 
非零多项式的次、首项系数、常数项、首一多项式、零多项式。 
 

  学生亦应学习两多项式的等式、和、差及积。 

  由定义可知，对非零多项式 f(x)、 g(x) 
  deg {f(x) g(x)} = deg f(x) + deg g(x)  
 和deg {f(x) + g(x)} ≤ max {deg f(x)，deg g(x)}。 

  应定义两非零多项式的最高公因式 (G.C.D. 或 H.C.F.)。 
 
  学生应清楚除法算式和欧几里德算法的分别。由除法算式可证明余式定理，因学生

在中学时巳学习余式定理，固教师可给予较深的题目。欧几里德算法是求两多项式的最

高公因式的一种方法，教师应给予学生练习一些求两多项式的最高公因式的题目。. 
 
  应首先定义有理函数。学生可能初次接触分项分式，教师可引用一简单例子，如 
 

1x
1

x
1

)1x(x
1

+
−=

+
。 

x
1  和 

1x
1
+

称为分项分式。 

 
  教师应清楚说明分解真有理函数为分项分式的法则，并举例说明。应举例强调及说

明，若一有理函数为假有理函数时，应先将它表为一多项式及真有理函数的和。 
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内容 时间 
分配 
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6.3     单变量的实系数多项式方程  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6  

  学生应学习分项分式的应用。 
例： 

1. 表 3

2

)2x)(1x(
9x8x

−+
+− 为分项分式。 

2. 分解
)ax)(ax(

x
22

4

+−
为分项分式。 

3. 计算 ∑
= +

n

1r )1r(r
1 的值。 

对于二次方程 0cbxax2 =++ )0a( ≠ 与及它的根α、β，学生应熟悉下列关系： 

α +β =
a
b

− ， αβ =
a
c
。 

对一般 n 次多项式方程， 
       

   或 ， 

001
1

1 =++++= −
− axa...xaxa)x(f n

n
n

n

0xa
n

0k

kk =∑
=

下列定理给出系数与根的关系： 
  若 α 1，α 2，…，α n  为多项式方程f(x) = 0 的根，则一切可能的k个根α j  (k = 1，2，
. . .，n) 的乘积的和Sk等于 

     
n

knk
a

a)1( −− ， 

即是，如 f(x) = an (x –α 1 ) (x –α 2 )… (x –α n ) 

则 S 1 =α 1 +α 2 +  …+α n  =
n

1n

a
a −−  

   S 2 =α 1α 2 +  α 2α 3 +…+α n - 1α n  =
n

2n

a
a −  

   S 3 =Σα 1α 2α 3 =
n

3n

a
a −−  

    

内容 时间 
分配 
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     …………………………… 
     …………………………… 

 S n =α 1α 2  …α n =
n

0n

a
a

)1(− 。 

   学生应仔细学习下列性质： 
(i) 非零多项式的相异根的数目小于或等于多项式的次。 

(ii) 若一个整数系数多项式方程的根为有理数
q
p
，其 p 和 q 是互素的整数，则 p 整

除多项式的常数项，而 q 整除多项式的首项系数。 
(iii) 多重根的条件： 

x = α 是多项式方程 f(x) = 0 的多重根的充要条件是 f(α) = 0，且α是方程 f ' (x) = 0
的根，其中 f ' (x)是 f(x)的导数。 
 
以下是较为一般的形式： 
对于正整数 k，α是方程 f(x) = 0 的 k + 1 重数根当且仅当 f(α) = 0 ， 并且α为

f ' (x) = 0 的 k 重数根。 
    和 
α为方程 f(x) = 0 的 k+1 重数根当且仅当α为下列方程公根：                 
        f(x) = 0， 
    f ' (x) = 0， 
      M  

     

但α 不是 的根。 
 

0)x(f )k( =

0)x(f )1k( =+

注：以共轭偶出现的复数根会在单元 A10 复数中学习。  
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单元A7：R2及R3的向量 
特定目标： 

1. 学习R2及R3的向量运算。 
2. 理解向量的线性相关及线性无关的概念。 
3. 向量在几何问题上的应用。 

内容 内容 时间 时间 
分配 分配 

教学建议 教学建议 
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7.1    向量及纯量的定义 
 

 

 

 

7.2    向量的运算 
 

 
1 

 
 
 
 
 

7 

 
  教师应在此单元开始时对学生解释向量及纯量的分别和介绍表示向量的图解及写

法。现行的向量记法（如 AB 、AB、 ar 、a）及向量大小的记法（如 |AB| 、|AB|、
|a| r 、|a|）都应教授。下列各项 ： 零向量、单位向量、等向量、负向量、共线向量

及共面向量亦应定义。 
 
  学生应认识向量加法定律〈即三角形定律、平行四边形定律及多边形定律〉，向量减

法及纯量乘法。 
 
(i) 三角形定律 

 

 
 

 
ACBCAB =+  

或 

cba =+  

                                                                            
  当使用此定律求 a + b 时，教师须指出向量 a 的终点应与向量 b 的始点重叠。亦

应让学生注意当 A、B 及 C 点共线时，此定律仍然适用。 

    

内容 时间 
分配 
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 (ii) 平行四边形定律 
 

 

ADBCAB =+  
或 

cba =+  

                                                                             
  同样地，教师应提醒学生向量 a 及 b 的始点应重叠，而在上两图中 c 可视为 a 及 b
的向量和。三角形定律和平行四边形定律的等价性是值得讨论的。 

 
(iii) 多边形定律 

 

AFEFDECDBCAB =++++
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  向量代数定律如交换律、结合律和分配律应介绍给学生认识。下列各图有助解释各

性质。 

(a) 加法交换律： abba +=+  

       
 
(b) 加法结合律： )cb(ac)ba( ++=++  

       
 
(c) 纯量乘法结合律： 

    )a (a)( βααβ =  
  纯量乘法分配律： 

    
( ) a a a 

b a   )b a( 

βαβα

ααα

+=+

+=+
 

  明白纯量乘法概念后，学生应不难得出 : 

     若 b a α= ，其中 a 及 b 为非零向量而α为一些纯量，则 a 与 b 是平行向量。 

    

内容 时间 
分配 

教学建议 
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学生应清楚在R2及R3中将向量分解为分量及以分量和表示另一向量的方法。R2中的向量

分解可以下列例子介绍。在第一个例子中，向量 r
r

 分解为两个分别在方向 a 及 b 的

向量 5 a 及 4 b ，由此可推广至R2中 bar βα += ，其中 a 及 b 为不共线向量和在R3中

cbar γβα ++= ，其中 a
r
、 b

r
及 c

r
为非共面向量和α、β及 γ为纯量。 

 
例： 
1. 

 
 

2.

 
 
  再者，教师应和学生讨论以向量分量表向量的纯量乘法、加法及减法。 
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7.3    于直角坐标系中的向量分解 
 

 
2 

 
  教师应详细解释 i 、 j 及 k 分别是在正x－轴、 y－轴及 z－轴的单位向量和在R2

及R3 中任一向量可用 kcjbia
rrr

++ 表示。              
 
  学生须认识以 i

r
、 j

r
和 k

r
表示的向量的性质： 

(i) 222 cbakcjbia ++=++
rrr

 

(ii) 若 ， 

则向量 
222111 c:b:ac:b:a =

kcjbiar 1111
rrr

++= 与 kcjbiar 2222
rrr

++= 平行。                   
        
  再者，教师应用图解释向量 rr 的方向比、方向余弦及方向角。下列性质亦应加以讨

论。 
(i)  1coscoscos 222 =++ γβα

(ii) k cosj cosi cos
r
r rrr
r

r

γβα ++= 。 

          

   

内容 时间 
分配 
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7.4    向量的线性组合 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

 

7.5    纯量 (点) 积及向量 (叉) 积 
 

 
4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6 

 
  教师应说明下列定义： 

(i) 若 1r ， 2r ， 3r ，…， nr  为一个向量集，则 nn332211 r...rrr λ++λ+λ+λ ，其

中 ， ， ，…， 为纯量，称为1λ 2λ 3λ nλ 1r ， 2r ， 3r ，…， nr 的向量线性组合。若

各纯量 非全为零，则此线性组合称为非平凡，否则为平凡线性组合。        λ
(ii) 若向量 1r ， 2r ， 3r ，…， nr 存在一等于零的非平凡线性组合，则它们称为线性

相关，即 0r...rrr nn332211 =λ++λ+λ+λ  ，其中有部分 ，i = 1，2，3，
…，n。  

0≠λi

(iii) 若向量 1r ， 2r ， 3r ，…， nr 的唯一等于零的线性组合就是平凡线性组合，则它

们称为线性无关，即若 0r...rrr nn332211 =λ++λ+λ+λ ，则 
。 0... n321 =λ==λ=λ=λ

教师应协助学生由(ii)得出一个实时结果，就是向量 1r ， 2r ， 3r ，…， nr 为线性相

关当且仅当其中一个向量是同组中其它向量的线性组合。 
 
  在R2 及R3 中线性相关向量的几何意义应加以说明。如 

(i) 在R2 中，向量 1r  及 2r  为线性相关当且仅当它们是平行向量； 

(ii) 在R3 中，向量 1r 、 2r  及 3r  为线性相关当且仅当它们是共面向量。        
 
  两个向量 a 和 b

r
的纯量积，写作 ba ⋅ ，定义为 θcos|b||a|ba =⋅  ，其中 θ

为 a 和 b
r

 之间的夹角。下列各性质应加以讨论： 

1. 纯量积的交换律： abba ⋅=⋅  

2. 纯量积的分配律： caba)cb(a ⋅+⋅=+⋅  

3. 2|a|aa =⋅  

4. 两非零的向量 a 和 b
r

 为正交当且仅当 0ba =⋅  

5. 
|b||a|

bacos ⋅
=θ     
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  教师应特别指出由第 5 点用纯量积可求出以笛卡儿分量表示两向量的交角。教师应

指导学生求证  1ii =⋅
rr

、 0ji =⋅
rr

 等及  kcjbiar 1111
rrr

++= 、  kcjbiar 2222
rrr

++= 、

21212121 ccbbaarr ++=⋅ 。 
 
  矢量积的定义须清楚介绍，教师亦应特别说明右手系统的正确方法。两向量 a

r
和 b

r

的矢量积，写作 ba × ，定义为 e sin|b||a|ba
r

θ=× ，其中 

(i) e
r

 为垂直于 a
r

 和 b
r
的单位向量； 

(ii) θ为 由 a 量度至 b 的角度，而量度是根据右手法则来决定 e 的方向。 

         
 

下列各性质有讨论的必要： 

(i) )ab(ba ×−=×  

(ii) caba)cb(a ×+×=+× 及 acaba)cb( ×+×=×+  

(iii) )b(ab)a()ba( λλλ ×=×=×  

(iv) 2222 )ba(|b||a||ba| ⋅−=×  

   

内容 时间 
分配 
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35 7.6    向量在几何的应用  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11 

 

  学生应自已求证 0ii
rrr

=× 、 kji
rrr

=×  等用来计算以笛卡儿分量表示两向量

kcjbiar 1111

rrr
++=  及 kcjbiar 2222

rrr
++= 的矢量积， 

  k)baba(j)acac(i)cbcb(rr 12211221122121

rrr
−+−+−=×  或 

           
cba
cba
kji

  
222
111

rrr

=  

 
   下列两个性质有助学生掌握矢量积的概念： 

(i) 两非零向量 a 、 b  平行当且仅当 0ba
r

=× ﹔ 

(ii) |ba| × 可视为由向量 a  和 b  所组成的平行四边形的面积。 
 
  教师应详细解释相对向量的用途，包括位置向量和位移向量。P 及 Q 两点对基准点 O

的位置向量通常分别以 OP 、 OQ 或 p 、 q 表示，而 pqPQ −= 亦应加以强调。 
  
  教师应导出下列结果而其它有关的推论亦值得讨论。 
 
  分点的位置向量︰ 

  设 a 、 b 及 p 分别为 A、B 及 P 对基准点 O 的位置向量。若 P 以 m : n 的比分线段

AB，则
nm

bmanp
+
+

= 。 

 
  内分点与外分点的处理方法应分别讨论。为准备学生学习通过A、B两点的直线的

向量方程，建议采用公式
k1

bakp
+
+

= 。在笛卡儿坐标系中，若A为(x1，y1，z1)、

B(x2，y2，z2) 及P(x，y，z)，学生不难得到一直线的两点式 

    
12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
−

。 
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于此，学生应先学会写出向量 ab −  的方向数，从而将两点式转为     

(i) 对称式 

n
zz

m
yyxx 111 −

=
−

=
−
l

及 

(ii) 参数式 
x = x1 +  
y = y

l

1 + m 
z = z1 + n   其中  代表直线的方向数。 n:m:l

  作为一个延续，通过点 (x1，y 1，z1) 而法线的方向比为 的平面方程可作为

纯量积的应用︰ 
n:m:l

     0)zz(n)yy(m)xx( 111 =−+−+−l

   在此，平面方程的通式 Ax+By+Cz+ D = 0 亦可介绍作为补充材料，并讨论下列各

性质。 
(i) 平面法线的方向比为 A : B : C。  

(ii) 由点 P(x′，y′，z′)到平面的垂直距离为 

222 CBA

DzCyBxA

++±

+′+′+′
，其中符号的选择在使整个表达式为正数。 

(iii) 两平面 
 及  
的夹角θ可 由下式求得 

0DzCyBxA: 11111 =+++π
0DzCyBxA: 22222 =+++π

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

CBACBA

CCBBAA
cos

++⋅++

++
=θ 。 

(iv) 当且仅当 21 ππ //
2

1

2

1

2

1

C
C

B
B

A
A

== ﹔ 

当且仅当 =0。 21 π⊥π 212121 CCBBAA ++

 

   

内容 时间 
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(v) 平分两个平面π1及π2的夹角的平面方程为

2
2

2
2

2
2

2222
2

1
2

1
2

1

1111

CBA

DzCyBxA

CBA

DzCyBxA

++

+++
±=

++

+++
。 

  由线及平面的普通知识，教师可引导学生知道 代表两平面

π
⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

0DzCyBxA
0DzCyBxA

2222
1111

1及π2 (若不平行) 的相交线，而这直线的方向比为 

     BA
BA  :  AC

AC  :  CB
CB  

22
11

22
11

22
11 。 

  下列有关方向比为 p : q : r 的直线 L 及平面π：Ax + By + Cz + D = 0 的性质应予讨论：

(i) L // π 当且仅当 Ap + Bq + Cr = 0 

(ii) L ⊥ π 当且仅当 
r
C

q
B

p
A ==  

(iii) L 与 π 的夹角 θ  由下式得出 

  
222222 rqpCBA

CrBqApsin
++⋅++

++
=θ   

两直线共面的条件亦应学习，即两直线共面当且仅当此两直线相交或平行。假若

L1是
1

1

1

1

1

1

r
cz

q
by

p
ax −

=
−

=
−

及 

L2是
2

2

2

2

2

2

r
cz

q
by

p
ax −

=
−

=
−

， 

L1与L2共面当且仅当 0 
rrcc
qqbb
ppaa

 
2121

2121

2121
=

−
−
−

 

 
  在此小单元中，教师应鼓励学生应用向量方法来导出上述的性质和结果，尤其是利

用点积求一向量 p
r

 在另一向量 r
r
上的投影及利用叉积求一个给定三顶点的三角形面积。
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单元 A8：矩阵 
特定目标： 

1. 学习矩阵的概念及运算。 
2. 学习二阶方阵及三阶方阵的性质和运算及其行列式。 
3. 矩阵在二维几何上的应用。 

内容 时间 
分配 
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8.1    矩阵及其运算 
 
 
 
8.2    二阶及三阶方阵 
 

 
4 
 
 
 
9 

 
  教师应介绍一个有 m 行和 n 列矩阵的通式，即 m × n 矩阵。学生应清楚矩阵的运算

︰加法、减法、乘法和纯量乘法及其性质。一般来说，对于矩阵 A 和 B，AB≠BA，教师

应予以解释。教师应介绍以下各名词：零矩阵、单位矩阵和倒置矩阵。 
 
  教师应定义方阵和其行列式，并清楚指出奇异矩阵和非奇异矩阵的概念及应用。学

生应能计算矩阵的行列式和求出非奇异矩阵的逆矩阵，并知道下列有关逆矩阵和行列式

的性质： 
A. 逆矩阵的性质 

(i) 一矩阵的逆矩阵是唯一的。 
(ii) 一矩阵存在逆矩阵当且仅当它是非奇异。 

(iii) 若 A 为非奇异，则 AB =0 蕴涵 B = 0。 
(iv) 若 A 为非奇异，则 AB = AC 蕴涵 B = C。 
(v) 若 A、B 为非奇异，λ为非零纯量及 n 为正整数， 

则 AB、 、 、1A− tA Aλ 、 为非奇异及 
， 

， 

， 

， 

。 

nA
111 AB)AB( −−− =

A)A( 11 =−−

t11t )A()A( −− =
111 A)A( −−− λ=λ
n11n )A()A( −− =

 
B. 行列式的性质 

(i) 若一行列式中有两行（或两列）全等或成比例，则此行列式的值是零。 
(ii) 若一行列式中有两行（或两列）互换，则此行列式的数值不变但符号改变。 

 
   

内容 时间 
分配 

教学建议 
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8.3    于二维几何的应用 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
8 

 
(iii) 若一行列式的行换作列（或列换作行），则其值不变，即是  或

。 
AdetAdet t =

|A|  |A| t =
(iv) 若将一行列式中任何一行（或列）的每一分子乘以同一数，则其值亦乘以此一

数。 
(v) 两同阶方阵乘积的行列式等于该两方阵行列式的乘积，即是 

 BdetAdetABdet ⋅= 或 | AB | = | A |  | B |。 
       
  学生应熟悉以矩阵表示一点和一向量；及反射、旋转、放大、位移、平移及其合成

的矩阵表示法。下列各例为部分以 2 × 2 矩阵表示的变换： 
(i) 对直线 x)(tany θ= 的反射，以矩阵 

A = 表示。 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

− θθ
θθ
2cos2sin

2sin2cos

(ii) 绕原点旋转 φ 角，以矩阵 

B 表示。 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= φφ

φφ
cossin
sincos

(iii) 对原点以比例因子 k≠ 0 放大，以矩阵 

C 表示。 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= k0

0k

(iv) 以因子 k 平行于 x 一轴位移，以矩阵 

D = 表示。 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

10
k1

 
对于 (iii) 及 (iv)，应讨论对形状和面积的影响。教师应对学生解释清楚在上述各种变

换下， 所有满足 ，其中 T 代表一种变换，的每一点 P(x， y)都会转到一新点

P′(x′，y′)。熟习各变换的合成对学生明白矩阵乘积很重要。 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

'y
'x

y
xT
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例： 
先对直线 y = (tanθ )x 反射跟着绕原点旋转φ角的结果，正如上文所提及，可以乘积 BA 表

示，其中 BA 。留意此乘积是由右至左解释为：先应用变换 A 再应用变换 B。⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

'y
'x

y
x

如下的合成变换亦可提出： 
例： 

以方程组 ，其矩阵表示法为   
⎩
⎨
⎧

+−=
+=

4x'y
2y'x

    的变换。 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

4
2

y
x

01
10

'y
'x

矩阵 代表变换是对原点顺时针方向旋转 90°。因此，它可视为一旋转再跟着平移。

若以（3，1）为定点，此变换可视作为对（3，1）顺时针方向旋转 90°。 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 01

10
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单元 A9：二元及三元线性方程组 
特定目标： 

1. 利用高斯消去法解线性方程组。 
2. 认识解的存在性及唯一性。 
 

内容 时间 
分配 

教学建议 
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9.1    高斯消去法及梯阵式 
 

 
5 

 
  适合下列两个性质的矩阵称为梯阵式： 
  (1) 首 k 行非零；其余各行为零。 
  (2) 每一非零行的第一个非零元素为 1，并出现在前一行第一个非零元素的右列。 
例： 
以下 5 × 8 矩阵是梯阵式： 

   
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

00000000
10000000
***10000
*****100
******10

  学生应懂得利用高斯消去法解二元及三元的线性方程组，方法就是利用行的基本运

算将一矩阵变为梯阵式。 
例： 
解方程组
 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=−−
=−+
=++

4x2x4x2
3xx3x4
1x2xx3

2xx2x

321
321
321

321

 

 
增广矩阵 

   

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−−−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

0000
1100
1110
0101

~
0000
55110

1110
2121

~

0000
55110
5550

2121
~

4242
3134
1213
2121
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9.2     解的存在性及唯一性 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

5 

 
原方程组与下列方程组等价 

   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=+
=−

1x
1xx
0xx

3

32

31

由此可得 ， ， 。 1x1 = 0x 2 = 1x3 =

 
  学生应知道二元或三元线性方程组的解的存在性及唯一性条件。 
  对于二元线性方程组： 
   a1x +  b1y  =  d1 

   a2x +  b2y  =  d2 

(i) 若 0 ，方程组有唯一解。 

几何上，方程组代表一对相交的直线。 

ba
badet

22
11 ≠⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

(ii) 若  及 ， 

方程组无解。几何上，方程组代表一对平行（而不重合）的直线。 

0ba
badet

22
11 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 0bd

bddet
22
11 ≠⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

0bd
bddet

22
11 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛(iii) 若  及 ， 

方程组有无穷多解。几何上，方程组代表一对重合的直线 

0ba
badet

22
11 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 
  教师应与学生讨论一些如下列的三元方程组例子。当学生掌握了三维坐标几何的意

义后，其几何解释可加以讨论。                         

(i) 在解方程组   时， 

明显地第三式是多余的。教师可与学生讨论求得解 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−
=+−

=−+

8z6y3x7
1z7y4x5

7zyx2

13
329x λ−= ，

13
1933y λ+= ，z = λ 的方法，其中 λ 是任意数。 

   

内容 时间 
分配 
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10 

 

（ii） 解不一致方程组如 。 

循此路向，可以更抽象形式表示三元线性方程组的解的存在性及唯一性条件。

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−
=+−
=++

7z3y2x3
1z2y3x2
3zyx

43 
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单元 A10：复数 
特定目标： 

1. 学习复数的性质、几何表达法及应用。 
2. 学习棣美弗定理及其在求复数的 n 次根、解多项式方程和证三角恒等式的应用。 

内容 时间 
分配 

教学建议 

44 10.2    阿根图、辐角和共轭  

 

 
10.1    复数的定义及其算术运算 
 

 
 
 
 
 
 

 
3 
 
 
 
 
 
 
 

6 

 
  教师应简单介绍符号 i。数 z = x + yi，其中 x、y 为实数，称为复数，而 x、y 分别称

为复数的实部(Re z)和虚部(Im z)。当 x = 0，y ≠ 0，z = yi 称为纯虚数；当 y = 0，z = x 则

为实数。 
 
  教师可问学生应如何定义复数等式，但须指出复数并无次序性质。 
 
  两个复数的和、差、积及商亦应给予定义。 
 
  学生应知道以下各项的定义：复数 z 的模│z│、辐角 arg z、辐角的主值和它的共轭

复数 z 。 
 
  复数 )sini(cosrz θθ +=  的模辐形式亦可写为 θcis rz = 。 
 
  学生应理解下列复数的性质： 

(i)  z   z    zz 2121 =  

(ii) ，其中 k 为整数。 πk2zargzargzzarg 2121 ++=

(iii) 
 z 
 z 

|
z
z

|
2

1

2

1 =  

(iv) π+−= k2zargzarg
z
zarg 21

2

1 ，其中 k 为整数且 。 0z2 ≠

教师应教授下列共轭复数的性质： 
1. z = z 
2. 0z =  iff  z =0 
3. 一个复数是自共轭当且仅当其为实数。 

   

内容 时间 
分配 

教学建议 

4  5  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10.3    于平面几何的简易应用 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
5 

4. 2|z|zz =⋅  

5. 2121 zzzz +=+  

6. 2121 zzzz −=−  

7. 2121 zzzz ⋅=  

8. 
2

1

2

1

z
z

)
z
z

( = ，  0z2 ≠

利用此等性质，学生不难证明： 
如α是实系数多项式方程的根，则 α 亦为其根﹔即是若实系数多项式方程的根不是实

数，则必以共轭偶(对) 形式出现。 
 
  学生应知道下列不等式：            

(i)  z      zRe ≤  
(ii)  z      zIm ≤  

(iii)  z  z      zz 2121 +≤+  (三角不等式) 

  学生亦可用类似方法证明： 
 z  z      zz 2121 −≥−  

   和   z  z      zz 1221 −≥− 。 
  三角不等式可用数学归纳法推广至： 
     z ... z  z      z...zz n21n21 +++≤+++ 。 

 
  学生须学习复数在阿根图的几何表达法，并应知道实轴和虚轴。教师亦应教授复数

的极形式的表达法及其几何意义。可介绍cisθ的另一记法eiθ 给学生，固此z = r eiθ ﹔此记法

称为复数的指数形式或欧拉形式。 
 
  学生应知道三角不等式的几何意义，并须学习复数在平面几何的多种用途，以下为

两例： 
1. 在阿根图上，XYZ 为等边三角形，而其外心在原点上; 若 X 代表复数 1 + i，求

Y 和 Z 所代表的复数。  
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10.4  棣美弗定理 
 

10.4a 有理数指数的棣美弗定理 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
2. 若z1、z2和z3为代表一等边三角形顶点的三个相异复数，则

。 
32

2
3

2
2

2
1 zzzzz =++

2113 zzzz ++

  学生应学习在阿根图上移动点的轨迹的例子，以下为两个简单例子： 
1. 求出点 z 的轨迹，使得│z – a│= k，其中 a 是一复数和 k 为一正常数。 

2. 求出点 z 的轨迹，使得 k
bz
az =

−
− ，其中 a、b 为复数，k 为不同值的正常数。,

 
 
  学生应学习证明当 n 是正整数时，下列定理成立： 
   θθθθ nsinincos)sini(cos n +=+
 
此处假定 1)sini(cos =°+ θθ 。 
当 n 是负整数时，可设 n = −m，m 为一正整数，学生亦应能证明定理在 n 为负整数时也

成立。但当
q
pn = ，其中 p、q 为整数，q ≠ 0，证明须待学生完成复数 n 次根的学习方可

进行。 
 

46 

10.4b 于三角恒等式的应用 3   由棣美弗定理 
  ，其中 n 为一正整数，可将 cos n θ  和 sin n θ. 写
成 cos θ 及 sin θ. 的乘方。  

n)sini(cosnsinincos θθθθ +=+

  设 z = cos θ + i sin θ，则可利用 

  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−

=+

θ

θ

sini 2
z
1z

cos2
z
1z

 

和

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−

=+

θ

θ

nsini2
z
1z

ncos2
z
1z

n
n

n
n
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分配 
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 5  
 4 

 
 
 
 
 
 
10.4c 复数的 n 次根及其几何解释 

 25  
 24 

 
将 cos θ 和 sin θ 的乘方表为倍角的正弦和余弦。例如，学生应能将 
   cos4θ  sin3θ 表为倍角的正弦的和 
   及 cos3θ  sin4θ 表为倍角的余弦的和。 
 
  学生应学习复数 n 次根的定义﹔并须详细学习 1 的 n 次根(即 n 次单位根)。以下数例

可供课堂讨论 ︰     
1. 求 –1 的五次根。 
2. 解方程 。 01zzzz 234 =++++
3. 求 1 + i 的立方根。 
4. 因式分解 为实二次因式。 1ncosz2z nn2 +θ−

47 
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单元 B1：序列、级数及其极限 
特定目标： 

1. 学习序列和级数的概念。 
2. 认识序列和级数的极限的直观概念。 
3. 认识无穷序列和无穷级数的特性。 

内容 时间 
分配 

教学建议 

48 

 
1.1    序列及级数 
 

 
6 

 
序列和级数的概念应该清楚地提出。下列的介绍方法可供参考︰ 

  若an为对应正整数n可定义的函数，其数值a1，a2，a3，…an，…则可组合成一序列。

至于该序列为有限或无限则须视乎项数是有限或无限。再者， 则称为

级数。至于该级数为有限或无限必须视乎其所包括的数目而定。下列为常用记法：     
...a...aa n21 ++++

   或∑               ∑
=

=
n

1r
rn aS

n

1
ra

  有关序列和级数的简易运算及法则应予介绍。为方便起见，序列a1，a2，a3，…和b1

，b2，b3…可用{ai}和{bi}表示，则 
(i) {ai} ± {bi} = {ai ± bi} 

(ii) λ{ai} = {λai} 
亦即，可涉及项与项之间的运算概念。 

  对级数求和法，可参考下列方法： 
(1) 数学归纳法：本课程中单元 A3 已有提及。 
(2) 求差方法：教师应强调级数中第r项可写为f(r + 1)及f(r)之差，其中f( x)为x的函数。

即 
若  a r  =  f ( r + 1 ) – f ( r )  

则 =   ∑
n

1
ra [ ]∑ −+

n

1
)r(f)1r(f

               = f(n+1) – f(1)  

  ∑
+

n

1 )1r(r
1 及 就是其中一些典型例子。 ∑ +

n

1
)1r(r

   

内容 时间 
分配 

教学建议 

49 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1.2   序列及级数的极限 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7 

 
  若级数的项是可以用下列递推关系表达的话： 
  = f(r) 或 1rr aa −−

         2r1rr BaAaa −− +=
以下是找出ar的解的方法：（特别适用于后者） 
  设α、β为辅助方程 的根， BA2 += λλ

(i) 若α ≠ β，则  r
2

r
1r kka βα +=

(ii) 若α = β，则  
其中 和 为待定常数。   

r
21r )rkk(a α+=

1k 2k
 
  序列的极限概念应以直观方式教授，下列方式可作参考： 
  设a1，a2，…，an，…为一序列，对一任意大的数值n，则an与一常数  的差为一任

意小的正数，我们亦可以写为 
l

当 ∞→n  时 ，或 。 l→na l=
∞→

n
n

alim

 
  教师应同时强调下列各点： 

(i)  称为该序列的极限。 l

(ii) 若极限  是存在的话，则必是唯一的极限。   l

(iii) 该序列在  收敛，或该收敛序列的极限为 。 l l

(iv) 若一序列并不收敛于任何极限，则称为发散序列。 
 
  并应提供充足的收敛和发散序列的例子以作说明。此等例子如下： 

(1) 1alim n
1

n
=

∞→
，其中 a > 0。 

(2) 序列
n

nsin
a 2

1

n
π

= 收敛于极限 0。 

(3) 发散序列 { } n)1(1a n
n −+= 。 

(4) 振动发散序列 )
n
11()1(a n

n +−= 。 
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 注意：序列可分为收敛，发散(至 +∞ 或 −∞ )或振动（并不收敛或发散至 +∞ 或 −∞ ）

不同类别。 
 
  收敛序列的一般性质亦应与学生讨论： 
  设a1，a2，a3，…，an，… 和b1，b2，b3，…，bn，…为收敛序列，其极限分别为a
和b，则下列序列亦具收敛性质。 

(i) λa1，λa2，λa3，…. 收敛于 λa，其中 λ为一常数。 
(ii) a1 + b1，a2 + b2，a3 + b3，… 收敛于a + b 。 

(iii) a1 b1，a2 b2，a3 b3，…收敛于 ab。 

(iv) 
1

1

b
a

，
2

2

b
a

，
3

3

b
a

，…收敛
b
a ，假若 b ≠ 0。 

 
  最后学生应在老师指导下认识到下列因果关系： 

(i) 设收敛序列a1，a2，a3，…的极限为a， 
则 ，其中k为一正整数。 aalimalim n

n
kn

n
==

∞→
+

∞→

(ii) 设a1，a2，a3，…和b1，b2，b3，…为两收敛序列，其极限同为 ；而若另一序

列c
l

1，c2，c3，…，其中当 i > k，k为一正整数，ai ≤ ci ≤ bi，则c1，c2，c3， 
…亦为收敛，而且其极限亦是 。该性质通常称为迫近定理，教师可将单调序

列和有界序列加以介绍，以便扩阔学生对序列的认识。 
l

 
  至于无穷级数方面，教师可用类似如下的处理方法： 

(1) 收敛概念 

若 存在，则级数 uSulim
n

1
i

n
=∑

∞→
1  +  u 2  +  u 3  +  …为收敛，并且可称S为级数的

总和。若用S表示 u 1  +  u 2  +  …+ u n，则其结果可写成为： 
    当 ∞→n 时， 或 (SSSn → SSlim n

n
=

∞→
n =u 1 +u 2  +…+u n通常称为第n个的部份

和）在类似情况下，教师可选择引入发散和振动的概念。 

   

内容 时间 
分配 
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1.3    序列及级数的收敛性 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

5 

 
(2) 收敛级数的性质 

若 u 1 +u 2 +u 3 +…的极限为S和v1 +v 2 +v 3 +…的极限为 S’ 则 
(a) λu 1 +λu 2 +λu 3 +…收敛于 λS， λ为一常数； 
(b) (u 1 +  v1 )+ (u 2 +v 2 )+ (u 3 +v 3 )+……收敛于 S + S’； 
(c) 若u 1 +u 2 +u 3 +…收敛，则 。 0ulim n

n
=

∞→

 
 
  介绍收敛序列的特性，如 

(i) 收敛序列为有界 
(ii) 单调而有界的序列为收敛 

 
  此外，一些典型的收敛序列和发散序列亦应加以讨论，并以下列之实例说明计算序

列极限的方法。 
  (A) 收敛序列 

(i) ，设 | x | < 1 n
n xa =

(ii) n
n na =  

(iii) 
!n

xa
n

n =  

 
  (B) 收敛级数 

(i) ，设 | r | < 1 ...rrr 32 +++

(ii) ...
321

1
21

1
1
11 +

⋅⋅
+

⋅
++  

(iii) ...
!3

1
!2

1
!1

11 ++++  

(iv) ...
4
1

3
1

2
11 +−+−  
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  (C) 发散级数 

(i) Σ
n
1  

(ii) Σ n)
n
11( −  

(iii) Σ
n

1  

          
  此方法应包括迫近定理的典型应用例题，但毋须对收敛性的测试再作深究。 

52     

   

单元 B2：极限、连续性及可微性 
特定目标： 

1. 理解函数的极限的直观概念。 
2. 理解函数的连续性及可微性的直观概念。 
3. 认识极限作为微积分的基本概念。 
 

内容 时间 
分配 

教学建议 
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2.1    函数的极限 

 

 
5 

 
  函数的极限应以直观方式介绍。其实，在x = a时，函数y = f (x)的极限概念应与序列

的极限概念连系起来。当自变量经过一收敛序列{xn}(横坐标序列)，其极限为a时，则可

考虑其直坐标序列{f(xn)}。故此当{xn}趋近a时，则 {f(xn)}趋近一有限值  之情况，应

可清楚而明确地表达，即是 
l

  若 则 或   

  部份教师可能会将重点放在当 x 与 a 为相当接近时，则 f(x)与 之间的差异可以任意

的小的概念上，从而强化当 时， 的理解。 

ax → l→)x(f l=
→

)x(flim
ax

l

ax → l→)x(f

  但必须向学生指出，函数值 f(a) 的存在，并不能引申为极限 的存在及等于

f(a)，緃使在一般情况下可成立。教师可参考下列例子： 

)x(flim
ax→

  { 0x當0
0x當1)x(f =

≠=  

这裹 f(0) = 0 和  1)x(flim
0x

=
→

  自变量趋近极限 a 的途径应加以注意：当 x 的值是由左至右増加时，函数的极限称为左

方极限，以 表示；当 x 的值是由右至左递减时，极限称为右方极限，以

表示。 

)x(flim
ax −→

)x(flim
ax +→

 
由此，教师不难引导学生理解当 时，函数 f(x)的极限存在当且仅当其左方极限和右

方极限相等。至于对极限作更广泛理解，教师应讨论 的情况，使学生再一次明白当

x 趋于一足够大的数时，f(x)与  的的差异可任意的小，并表为 。 

ax →
∞→x

l l=
→∞

)x(flim
x
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  下列函数的极限性质应包括在讨论范围内： 

(i) [ ] )x(glim)x(flim)x(g)x(flim
axaxax →→→

+=+  

(ii) [ ] )x(flimk)x(kflim
axax →→

= ，k 与 x 无关 

(iii) [ ] )x(glim)x(flim)x(g)x(flim
axaxax →→→

⋅=⋅  

(iv) 
)x(glim

)x(flim

)x(g
)x(flim

ax

ax
ax

→

→
→

= ，其中  0)x(glim
ax

≠
→

(v) 若 )x(g)x(h)x(f ≤≤  在 x 接近 a 时成立，而且 
，则 。 l==

→→
)x(glim)x(flim

axax
l=

→
)x(hlim

ax

  一些重要的极根，如下列者，应予以介绍： 

(1) 1
x

xsinlim
0x

=
→

 

(2) e)
x
11(lim x

x
=+

∞→
 

(3) ax
x

e)
x
a1(lim =+

∞→
 

(4) 1
x

1elim
x

0x
=−

→
 

(5) an
x

1alim
x

0x
l=

−
→

；a > 0 

(6) 1
x

)x1(nlim
0x

=+
→

l  

(7) 1
1x
x nlim

1x
=

−→

l  

  教师应给予学生足够的计算函数极限的练习以便强化他们在这方面的训练。 

   

 内容 时间 
分配 
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2.2    函数的连续性 

 
 

 
4 

 
  函数的连续性的定义是应以函数的极限作为基础，以及用直观的方法加以解释，不

宜涉及ε − δ 的概念。教师可参考下列建议︰ 
  若 存在兼且等于 f(a)，则函数 f(a)在 x = a 连续。 )x(flim

ax→

  若函数在某区间内的每一点连续，则函数在该区间内连续。 

  在引入函数于一点的不连续性前，应讨论一些常见的函数，例如： 
(i) 在任何区间内皆连续。        2x)x(f =

(ii) 
1x

1)x(f
−

= 并非在整个区间 5x0 ≤≤ 内连续。  

     上述概念并不需要作严谨的处理，但教师宜提供广泛而合适的例子，以便加强学生

在这方面的认识，并理解若两函数在 x = a 连续，则它们的和、差及乘积在该点亦为连

续，而当分母不等于零时，它们的商亦为连续。教师应引用一些在整段实数线上皆为连

续的例子，以启发学生进一步的认识︰ 
(i) 多项式函数    0

1n
1n

n
n a...xaxa)x(f +++= −

−

(ii) 指数函数    f(x) = ax ；a > 0 
(iii) 对数函数     ；a >0，  xlog)x(f a= 1a ≠

(iv) 三角函数，例如 sin x、cosx  

  对于合成函数的连续性，教师可采纳下列方式︰ 

  设 y = f [g (x)] 为一合成函数，其内函数 g(x) 在 x = a 连续，其外函数 y=f (t)在 t = g 
(a)亦为连续，则合成函数 y = f [ g(x)]在 x = a 连续。  

  教师可强调每一连续函数的连续函数亦为连续。 

  教师应指出在一区间内的连续函数拥有一系列值得注意的性质，并加以讨论，但不

宜作严谨的证明。这些性质包括︰ 
(i) 若函数 f(x)在闭区间 [a，b]内连续，其中 f(a)= A 和 f(b) = B，A ≠ B，则 f(x)在

A 与 B 之间的每一数值取值一次或以上。(介值定理) 
(ii) 闭区间上的连续函数必为有界。 
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2.3    函数的可微性 

 

 

13 

 
(iii) 闭区间上的连续函数必有其极大和极小值。 

(性质 (ii) 和 (iii) 称为魏尔斯脱拉斯定理) 
 
  函数 f(x) 在 x =  a 的可微性定义如下： 

  函数 f(x) 在 x =  a 上可微当且仅当极限
ax

)a(f)x(f
lim

ax −
−

→
或

h
)a(f)ha(f

lim
0h

−+
→

存在。

  教师应同时指出若一函数在某点可微， 则函数在该点连续，而连续性祗是可微性的

必要条件而并非充分条件。并且，函数在 x = a 的导数定义就是上述极限的值。学生可透

过上述学习理解可微性的概念。函数 f(x) 在 x = a 的导数可表为 

  )a(f ′ 、 ax )x(f
dx
d

=  或 a x dx
dy

=  

  教师应提及若函数在一区间内每一点皆可微，则该函数在该区间内可微，兼且在区

间内的每一 x 值，皆对应于函数在该点的导数 f’(x)，因此 f’(x)亦为 x 的函数，称为 f(x)的
导函数。 
 
  在这阶段，教师应预备充足例题以便学生能掌握微分法的概念和技巧，至于从基本

原理求取一些典型函数的导数，尤为重要。故此，足够的练习是不可缺少的。下列例子

可作参教考： 
(1) 利用第一求导法则，找出下列函数于各点的导数︰ 

(i) x2于x = 1 
(ii) ex于x = 0 

(iii) sinx 于 x =
4
π  

(2) 利用第一求导法则，求下列函数的导数︰ 
(i) f(x) = xn其中n为一正整数 

(ii) f(x) = ex 

   

单元 B3：微分法 
特定目标： 
1. 掌握微分法的不同技巧。 
2. 学习及掌握求高阶导数的技巧。 
3. 理解洛尔定理及中值定理的直观概念。 

内容 时间 
分配 

教学建议 

 
3.1 微分法的基本法则 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
  作为延续，教师应讲解以下法则︰ 

(1) 0)k(
dx
d = ，其中 k 为常数 

(2) 1rr rx)x(
dx
d −= ，r 为实数 

(3) [ ] )x(g
dx
d)x(f

dx
d)x(g)x(f

dx
d ±=±  

(4) )x(f
dx
dk)]x(kf[

dx
d = ，其中 k 为常数 

(5) )x(g
dx
d)x(f)x(f

dx
d)x(g)]x(g)x(f[

dx
d += (积法则) 

(6) 2)x(g

)x(g
dx
d)x(f)x(f

dx
d)x(g

]
)x(g
)x(f[

dx
d

−
= ， (商法则) 0)x(g ≠

 
  教师可提供以上法则的证明，藉以加强学生在概念上及技巧上的掌握。从(3)至(6)，
要强调 f(x)及 g(x)的导数的存在。关于(2)，对 r 为整数的证明已足够，对 r 为实数的证明

可留待至学生已学习链式法则及对数微分法。教师应列举一些常见的函数以示范使用以

上法则求导数。 

57 

3.2 三角函数的微分法 
 

2   教师应讲解以下函数的微分法 : 
  1. sin x   
  2. cos x  
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3.3 复合函数及逆函数的微分法 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.4 隐函数的微分法 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2 

 
  3. tan x  
  4. cosec x  
  5. sec x  
  6. cot x  
 
  教师可鼓励学生作出以上的证明，并提示学生(4)至(6)的证明可使用商法则。 
 
 
  复合函数 y = f [ g(x)]的导数可透过链式法则 

    
dx
dt

dt
dy

dx
dy ⋅=  

    或 )x(g)t(f ′′= ，其中 )x(gt = ，求得。 

  y = f(x) 的逆函数x = f−1(y) 的导数，可利用

dx
dy
1

dy
dx = 求得。 

 
  教师可用以下例子作示范 ︰ 

    )x(sin
dx
d 1− 、 )x(cos

dx
d 1− 、 )x(tan

dx
d 1− 及 

    )x(
dx
d n− 、 )x(

dx
d n

1
，其中 n 为正整数。 

 
  隐函数 F(x，y) = 0 的微分法，可利用上述各法则，对于自变量 x，求方程各项的导

数。教师应给予示例，加强与学生的讨论，下列是一些建议︰ 

(i) 若 ，求1x2sinyycosx 3 =+
dx
dy

。 

(ii) 已知 ，求在点(2，5) 的导数03y2x12yx2 22 =+−+−
dx
dy

。 

(iii) 对 ，求xy)yxcos( 22 =−
dx
dy

。 
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3.5 参数方程的微分法 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3.6 对数函数及指数函数的微分法 
 

 
2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
. 
 
 
 
 
6 

 
  对于用参数方程 x = u(t)，y = v(t) 表达的函数 y = f(x)，y 可被表为对 t 的复合函数

y = f(u(t))。透过键式法则，可得出
dx
dy

dt
dy = ·

dt
dx ，故此

dt
dx
dt
dy

dx
dy = 或

)t(u
)t(v)x(f

′
′

=′ 。学生

需明白在求导时。u(t) 及 v(t)必须为可微的及 u′(t) ≠ 0。 
 
教师可示范以下求

dx
dy

的例子： 

(i) 椭圆 x = acost，y = bsint 
(ii) 旋轮线 x = a(t-sint)，y = a(1-cost) 

 
 
  教学范围包括以下法则，教师可使用建议的方法提供证明︰ 

1. 
x
1)xn(

dx
d =l (用 e)x1(lim x

1

0x
=+

→
) 

2. xx ee
dx
d = (用

y
1yn

dx
d

=l 及链式法则，其中 或应用逆函数的求导法则)xey =

3. 
anx

1)x(log
dx
d

a
l

=  

4. ana)a(
dx
d xx l=  

 
教师应提供如下列的例子︰ 

3xe 及 1xlog 2
a + 。 

(注意：为求完整起见，教师可与学生讨论，对n为有理数及实数，公式 1nn nxx
dx
d −=

的证明。) 
 
教师应强调一些应用对数微分法的例子，例如︰ 
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 0  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
3.7 高阶导数及莱布尼兹定理 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3.8 洛尔定理及中值定理 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3 
 
 
 
 
 
 
 

 

当 y 为 x 的复杂的函数，尤其当 y 涉及变量指数，导数
dx
dy

可从对数微分法求得。下列

是一些常见的例子： 
xxy = 及

)dx)(cx(
)bx)(ax(y

++
++= 。 

 

  教师应引入高阶导数的定义及符号 f ″ (x)、f ( n)(x)、
n

n

dx
yd
的意义。此外，学生亦应能求以

参数方程表达的函数的高阶导数和应用莱布尼兹定理 ( ) ( )rn
n

0r

nn
rn

n

v u C)uv(
dx
d −

=
∑= 。学生

可尝试以数学归纳法证明此定理。教师应示范以莱布尼兹定理求涉及函数的高阶导数的

方程，尤其涉及隐函数，下列是一些例子︰  
 

1. 求 和 的 n阶导数。 xsinxcos2 xcosx3

2. 设 。证明  0 及求对 x = 0 ，f(x)的n阶导

数。 
xtan)x(f 1−= )x(fx2)x("f)x1( 2 =′++

3. 已知
1x

x)x(f 2

3

−
= 。 

证明 ， 

其中 n 为整数及 。 

( )
⎩
⎨
⎧
−=

為奇數n若   !n
為偶數n若      0)0(f n

3n ≥
 
 
  教师应讲解洛尔定理和中值定理的直观概念及其几何意义。对于能力较高的学生，

则可提供定理的证明。学生应学习简单及直接应用定理的题目。可考虑下列问题 ︰ 
 

1. 若对所有在某区间内的x值， 0)x(f =′ ，则f(x)在该区间内为一常数。 
 
2. 若对所有在某区间内的x值， )x(g)x(f ′=′ ，则f(x)与g(x)在该区间内的差为一常

数。 
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3. 证 明 若 0a
2

a...
n
a

1n
a

n
1n10 =++++

+
− ， 则 方 程

0 在 0 与 1 之间有至少一个根。 

xa...xaxa 1n
1n

1
n

0 −
− +++

=+ na
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单元 B4：微分法的应用 
特定目标： 
1. 学习和使用洛必达法则。 
2. 学习微分法的应用。 

内容 时间 
分配 

教学建议 
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4.1    洛必达法则 
 

 
4 

 
  引入以下待定型的极限︰ 

    
0
0
，

∞
∞

， ，∞⋅0 ∞−∞ ， 

    00，∞０
，1∞。 

 

  首先宜展示上述形式出现的例子。教师应讲解洛必达法则
)x('g
)x('flim

)x(g
)x(flim

axax →→
= 以处

理
0
0 及

∞
∞ 待定型的极限。以下例题可作考虑： 

1. 
ex2e
xcoslim x2

2

x
2
1 −

π
→

 

2. 
)axtan(n
)axsin(nlim

ax −
−

+→ l

l  

 

  教师应强调必须先简化
)x(g
)x(f

′
′

然后才计算极限，而此过程可不断重复直至
)x(g
)x(flim )m(

)m(

ax→

已定型。至于其它待定型的极限，可引入例题以展示该等极限可转化为待定型
0
0
或

∞
∞

的

样子，使可应用洛必达法则。以下例题可作考虑︰ 

1. )xcot
x
1(lim

0x
−

→
 

2.  x
0x

xlim
+→
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4.3    单调函数 

 
 
 
 
 
 
4.2    变率 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2 

 
3. xtan

x
)x(sinlim

2
π→

 

而洛必达法则的证明则不包括在内。 
 

  藉着一些常用的量，如速度和加速度等，引入并详细讨论
dx
dy

作为 y 对于 x 的变率。

  可考虑以下例题︰ 
  1. 一雪球溶化时，其体积以恒速度x cm3/s.减少。当其半径为a cm时。求其 

(a) 半径的变率； 
(b) 表面面积的变率。 

  2. 一移动中的质点与一定点在时间 t的位移 x为 x  = a sin t + b cos t。 
(a) 求该质点在时间 t 的速度和加速度，并描述其运动。 

(b) 证明在时间 t，其速度可表明为 222 xba −+ 。 
 
  作为开始，教师可引述以下直观且显而易见的结果： 
   

若 0)a(f >′ ，则对所有小过但充份接近 a 的 x 值 f(x) < f(a)，及对所有大过但充份接

近 a 的 x 值 f(x) > f(a)。 
 
  从几何的角度看，以上结果可引伸至此语句 : 当 x = a 时 f(x)是严格地递増。(注意

︰ 讨论中的函数是连续和可导的。)相似的描述亦可用于当 x = a 时，f (x)是严格地递减

的。 
由此，单调递増的概念可被表达如下︰ 
 

若对所有在该区间的 x 值 0)x(f >′ ，则 f(x)在该区间内为一单调递増的函数。 
 
教师应引导学生得出以下重要结果︰ 
 
若在区间 (a，b)内，f ' (x) > 0、函数f(x)在x = a 连续及f (a) ≥ 0，则f(x)在该区间内便为

正数。 
 
单调递减函数的处理亦可用相同方法处理，学生可提供类似的描述。 
 
以上结果在证明一些如下的不等式时有着重要的相关性︰ 
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4.4     极大和极小 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
5 

 
(i) ，对 0 <x1)x1( α+≤+ α α < 1及 1x −≥  

(ii) ，对x1)x1( α+≥+ α α < 0或 α >1及  1x −≥

(iii) 
!3

xxxsin
3

−> ，对 x > 0 

 
  藉着引入曲线的斜度的定义，教师应解释及强调导数作为曲线的斜度的几何含意。

关于此点，教师可一再加强学生对曲线的递増或递减的图像理解。 
 
  当学生巳熟习以上知识后，教师可引导学生掌握辨认局部极大点及局部极小点(即曲

线的转向点)的能力。学生要学习以下关于判断局部极值的情况︰ 
 
  对函数f(x)， 
  (a) 求 a致使 0)a(f =′ 及 
  (b) 检查 0)a(f =′′ 的符号或检查在 a的邻域中 的符号改变。 )x(f ′
 
  教师应提醒学生以下事项： 

(i) 局部或相对极值未必为全局或絶对极值； 
(ii) 转向点可于导数不存在的地方出现，如 3

2

xy = 及 y = |x|； 
(iii) 平稳点的导数为零； 

(iv) 0)a(f =′ 未能充份地判定 x = a 能给出局部极值，如
x
1sinx 3 及 。 3x

  教师应讨论及示范与以上技巧有关的例题。接可讨论拐点，常用的方法如下: 
(a) 求 a 致使 0)a(f =′′  
(b) 检查在 a 的邻域中 )x(f ′′ 的符号改变。 

 
  教师应提醒学生以下事项︰ 

(i) 于拐点，其导数未必相等于零； 
(ii) 0)a(f =′′ 未能充份地判定 x = a 能给出拐点，如 。 4x

 
  因此，一些能展示不同方向的拐切线的图像会有很大的帮助。 
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4.5    曲线描绘 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
6 

 

 
  最后，对于当函数的定义域扩大或缩小时与其絶对值的关系，教师可加以简单解

释。 
 
 
  本课题开始前，学生先要学习求出曲线上存在的垂直、水平及斜渐近线。讲解

时，教师宜运用例题以作解释。例如：曲线
1x

xy 2

3

−
= 。 

 
  学生应明白到垂直渐近线可于不连续点出现，然后再学习当 x 趋向无限大时函数的表

现，例如 x
1x

xx
1x

x
22

3

→
−

+=
−

当 x 为充份地大，所以可理解到 y = x 为一渐近线。 

 
  在完成本课题时，教师应帮助学生寻找、选取及组织所有有关的数据，以便能有系

统地描绘曲线。以下事项值得注意： 

拐切线 

拐切线
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(1) 对称于两轴 : 检查方程以探查对称性 

(a) 如无y的奇数幂出现，曲线则对称于 x轴 ； 
(b) 如无x的奇数幂出现，曲线则对称于 y轴 ； 

  例如： 1
b
y

a
x

2

2

2

2

=+ 是对称于两轴。 

(2) x 及 y 的值域的限制 
例如：(a) 对 ，x必为非负数，而y则可取所有值。 

   (b) 对 ，可写成

x4y2 =

)yx(ayx 22222 −= 22

22
2

ax
xay
+

= ，所以x可取所有值；但

当写成 22

22
2

yx
yax
−

= ，明显地 | y | < a。事实上，此曲线是包含在渐

近线 y = ± a 内。 
(3) 与两轴的截距或任何在曲线上容易见到的点。 

例如：对
2x

)2x(xy
−
+= ，曲线的 x 截距为 −2 及 0；而曲线仅与 y 轴相交于原点。

(4) 极大、极小及拐点。 
(5) 曲线的渐近线。 

 
  为了全面的学习这课题，教师在例题中要多提点学生须注意的地方。对于三角函

数，学生要注意曲线的周期。至于用参数方程表达的曲线则没有特定要注意的法则，较

好的方法就是尽量求得相对的笛卡儿方程然后描绘。 
 
  教师应描绘一些能示范以上步骤常见的例子给学生参考。以下例子可作考虑： 
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1. y2 = ax3

 

2. y2 (a − x) = x3
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3. 22 ax
1y
+

=  

4. x3 − 3axy + y3 = 0
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5. 
 

1x
xy 2

3

−
=

20 
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单元B5：积分法 
特定目标： 

(1) 理解积分作为极限和的概念。 
(2) 学习有关积分的性质。 
(3) 理解积分基本定理。 
(4) 运用积分基本定理于积分的求值。 
(5) 学习一些求积分的方法。 
(6) 掌握广义积分的基本概念。 
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5.1    黎曼积分的定义 
 

 
5 

 
  有关定积分的理论可由两相异的途径表达：其一为透过几何直观的进路，此外亦可

采用纯分析的进路，前者需倚赖几何的面积概念，而后者则引用定积分作为一代数和的

极限的概念而无需引用几何概念。教师宜按学生所需决定其取向及施教次序。以下乃一

简化的说法以供参考： 
 
  在区间 [a，b] 内，设 0  及其图像为有限和连续。 )x(f ≥

 

用点x0，x1，x2，…，xn将[a, b]分成n个子区间其中a = = b，

同时设 记为

10 xx < n1n2 xx...x <<<< −

1ii xx −− Δ xi及 为在[xiξ i−1，xi]内任一点。由曲线y = f(x)、直线x = a及x = b
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和 x－轴所包围的区域的面积约为总和 。此外，当 n 増加而 max ( ) 0，

可求此面积的值而此总和的极限则定义为 f(x) 由 x = a 到 x = b 的定积分并记为 

∑
=

Δξ
n

1i
ii x)(f ixΔ →

∫
b 

a 
dx)x(f  ，即  ∑

=
=∫

→
∞→

n

1i
ix)i(flim    dx)x(f

b 

a 
0)xmax(

n
i

Δξ
Δ

 
其中记号 

f(x) 称为被积函数； 
a  称为下限； 
b  称为上限而此总和则称为黎曼和。 

教师和学生讨论时，应强调下列各点： 
(1) [a，b] 是任意分割成子区间的﹔ 
(2) [x∈ξi i−1，xi]是任意的； 
(3) 将定积分定义为总和的极限已先假设a < b。当 a > b  其值定义为 

      ∫∫ −=
a 

b 

b 

a 
dx)x(fdx)x(f  

 

而当 a = b 时， (注︰若定积分是利用函数F(x)作定义的，则这些结果

可   视为定理；则 F(b) – F(a) = –[F(a) – F(b)] 及 F(a) – F(b) = 0 

0dx xf
a 

a 
=∫ )(

教师应示范例题并加以说明以帮助学生充分明白。以下的例题可作参考。 
例一 

   ∫
b 

a 

x dxe  

若使用相等的区间 Δxi = n
ab − = h (设)，则 x0 = a ， x1 = a + h， …，xi–1 = a + ( i –1 ) h。

设 为 ，即 ξiξ 1ix − i = a + ( i –1 ) h。 由于 max ， hxx ii =Δ=Δ
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   ∑
=

−=∑
=

−+=∑
=

=
→→→∫

n

1i
h)1i(ehelimh

n

1i
h)1i(aelim

n

1i
hielimdxe  a

0h0h0h

b 

a 

x ξ

)1e(
)ee(hlim

)1e(
)1e(helim

)1e(
)1e(helim h

ab

0hh

ab
a

0hh

nh
a

0h −
−

=
−
−

=
−
−

=
→

−

→→
 

ab
h0h

ab
h0h

ab ee
e
1lim)ee(

)1e(
hlim)ee( −=−=
−

−=
→→

 

例二 

    ，m≠–1  ∫
b 

a 

m dxx  

    考虑n个区间其中 ， ，…， ， 。当ax0 = arx1 =
i

i arx = barx n
n == ∞→n ， narb =

n
a
br

1

)(=⇔ 因 此 r→1 ， 同 时 maxΔx i =Δx n = x n – x n – 1 =

。 

=−=− −− )r1(ararar 1n1nn

0)r1(b 1 →− −

    设  1i
1ii arx −
− ==ξ

     ∫
b 

a 
m dx x  = ∑

=

−−

→
−

n

1i

1iim1i
1 r

)arar()ar(lim

      

1r
1r)1r(alim

)1r(ralim

1m

n  )1m(
1m

1 r

n

1i

)1i)(1m(1m
1 r

−

−
⋅−=

−=

+

+
+

→

=

−++

→
∑

 

      
1r

1r)r(alim 1m
1n)1m(1m

1 r −

−
⋅=

+
−++

→
 

            
1r

1r)ab(lim 1m
1m1m

1 r −

−
⋅−=

+
++

→
 

            m1r

1m1m

r)1m(
1

lim)ab(
+

⋅−=
→

++  
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5.2    定积分的简单性质 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
4 

 

      
1m
ab 1m1m

+
−=

++
 

 
  其后，教师仍须详述下列各点： 

(1) 若f(x)在[a，b]是连续的，则f(x)在[a，b] 为可积的﹔ 
(2) 若f(x)在[a，b]是有界的和单调的，则f(x)在 [a，b]是可积的。 
 
教师可帮助学生从定义推导下列结果︰ 

(1) ，其中k为常数。 dx)x(f  kdx)x(kf  
b 

a 

b 

a ∫∫ =

(2) 。 ∫∫∫ +=+
b 

a 

b 

a 

b 

a 
dx)]x(g)x(f[  dx)x(g  dx)x(f  

(3) 而c是在区间 [a，b] 内或外任一点。 ∫∫∫ +=
b 

c 

c 

a 

b 

a 
dx)x(f  dx)x(f  dx)x(f  

(4) 若在[a，b]，对应于所有x的值，f(x) ≥g(x)，则 。 ∫∫ ≥
b 

a 

b 

a 
dx)x(g  dx)x(f  

(5) 若在[a，b]，对应于所有x的值， )x(|)x(f| φ≤ ， 

则 ∫∫ ≤
b 

a 

b 

a 
dx)x(   dx)x(f  φ 。 

  其中的特例有 (a) 若 |)x(f|)x( =φ ，则 ∫∫ ≤
b 

a 

b 

a 
dx|)x(f|  dx)x(f  。 

(b) 若 M)x( =φ ，而M 为常数，则 )ab(M dx)x(f   
b 

a 
−≤∫ 。

可和学生讨论一些简单而直接的应用如下： 

(1) 若对x > 0 ，f(x) 是正的和单调递増的，试证明 。)n(fdx)x(f  )1n(f
n 

1n 
≤≤− ∫ −
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5.3    积分中值定理 
 
 

 
 
 
 
 
2 
 

 

(2) 
n4

 dx
x1
nxsin 

n
1 

1 

0 
2

π
≤

+∫ 。 

 
此定理宜以一简化的形式表达，即如︰ 

若 f(x) 在 [a, b] 是连续的，则在（a，b）中存在一数 ξ，而且 ∫ −⋅=
b 

a 
)ab()(fdx)x(f  ξ

 
  从附图中可容易看出要传达的概念。学生应不难明白 f(ξ)(b−a)原来的意义就是矩形

ABCD 的面积。 
 

 
� 

  如果想要一较形式化的证明，则可以用 5.2 所提及的性质和连续函数的性质，而其中

特别可用介值定理。 
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5.4  积分基本定理及其于计算积分的

应用 
 

 
4 
 

 
  积分的第一基本定理如下： 
 
  设 f(x) 在 [a，b] 是连续的及 

  设 F(x) 的定义为 ，其中 ， dt)t(f  )x(F
x 

a ∫= bxa ≤≤

 
  则  (i) F(x) 在 [a，b] 是连续的 

    (ii) F(x) 在 (a，b) 是可微的和 )x(f)x(F
dx
d = 。 

亦可以简化的形式如下 ： 

若 f (x) 是连续的，则函数 是可微的且其导数相等于被积函数当

在积分上限时的数值，即 F ′ (x) = f(x)。 

dt)t(f  )x(F
x 

a ∫=

 
教师应和学生详细讨论而学生可在教师指导之下引用积分的中值定理来证明此定

理。 

(注：教师应在教授此定理之后立即详述下列各点： 
(1) 若一函数 F(x)的导数与被积函数 f(x)是相等的，则 F(x)被称为 f(x)的原函数。

(2) 若同一被积函数的两个原函数为 F(x) 和 G(x)，则 F(x) −G(x) 的导数是恒等于

零的，因此 F(x) – G(x)是常数。) 
 
至于积分的第二基本定理，教师亦可以同样手法帮助学生导出。可考虑下列的方式： 

设 f(x) 和 F(x)在[a，b]是连续的； 

若对于 a < x < b， )()( xfxF
dx
d

= ，则对于 a < x ≤b 

)a(F)x(Fdt)t(f  
x 

a 
−=∫ ，而其中  )a(F)b(Fdx)x(f  

b 

a 
−=∫
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5.5    不定积分法 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
6 

 
  教师应示范一些有启发性的例题以増强学生对上述定理的全面理解。在计算定积分

时一方面将其视为一无限的总和而另一方面可求有关的原函数作为另一方法。由此可以

提高学生对利用微分的逆运算来计算积分的认识。 
 
教师可先用简单的例题如 

  
3
a

3
bdxx  

33b 

a 

2 −=∫  

 
而最后用其它有趣的应用题如下： 

(1) 若考虑 
x
1)x(f =  在区间 [1，2]，则可以建立以下的结果 

K+
+

+
+ 2n

1
1n

1 →+
n2
1 2nl 当 n → ∞， 

(2) 若考虑 2x1
1)x(f
+

= 在 (0，1)，则可以证明当 时，∞→n
4nr

1  n
n

2r
22

π
=

+∑
=

。

 
  作为上述的延续，学生应将注意力集中在求原函数的机械程序作为计算定积分的另

一方法。代表 f(x)的不定积分的记号 ∫ dx)x(f 应介绍如下︰  

 

  若 )x(f
dx

)x(dF = 成立，则称F(x)为f(x)的不定积分，且记为 。        ∫= dxxfxF )()(

 
教师亦应指出 f(x)的不定积分不是唯一的及若 F(x)是 f(x)的一个不定积分，则 F(x)+c 

(其中 c 是一常数)是另一个，而以 ∫ dx)x(f 作为 f(x)的原函数。  

  学生应能够运用下列公式求不定积分，事实上，教师可鼓励学生导出部分或全部公

式。  

(1) ∫ +
+

=
+

c
1n

xdxx  
1n

n ，n ≠ −1 
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(2) c)x(n
x
dx  +=∫ l  

(3) ∫ += cedxe  xx  

(4) ∫ += cnaadxa xx l  

(5)  ∫ +−= cxcosdxxsin 

(6) cxsindxxcos +=∫  

(7) cxsecdxxtanxsec +=∫  

(8)  ∫ += cxtandxxsec 2

(9) cecxcosdxxcotecxcos +−=∫  

(10) cxcotdxxeccos 2 +−=∫  

(11) cxsecndxxtan +=∫ l  

(12) cxsinndxxcot +=∫ l  

(13) ∫ +=
+

− cxtan
x1

dx 1
2  

(14) ∫ +=
−

− cxsin
x1

dx 1

2
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5.6    求积分的方法 
   (A) 代换法 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
8 

 
  教师亦可提醒学生以下性质： 

(1) ∫ ∫= dx)x(f kdx)x(kf ，其中k是一常数 

(2)  [ ] ∫∫∫ +=+ dx)x(g dx)x(f dx)x(g)x(f 

 
  应鼓励学生对各样的不定积分做足够的练习。因此可测试他们巳掌握了基本运算，

而可以顺利学习其后的技巧。 
 
 

  教授代换法时，对代换公式 ∫ ∫ ′= dx)x(g)]x(g[f du)u(f 无需作严谨的证明，但教师

宜开始时先用简单和明显的例子如下︰ 

  ∫ +1x
dx 、 ∫ + dx)1x( 10 、 dx

x
xcos ∫ 、 ∫ dxxcosxsin 5 、 ∫ xnx

dx 
l

等。 

  在某些积分中，当g′(x) 并不明显时，g(x)是要推测出来的，例如 

    ∫ −
+ dx

e1
e1 x

x

、 ∫ − dxx1 2 等。 

 
学生须透过大量有关的练习以发展这些技巧，以下是一些例子 

(1) ∫ +
2

 

0 xsin2
dx  

π

 

(2) ∫ + x eccosxcot
dx  

(3) ∫ −1e

dx 
x

(设  )eu x=

(4) ∫ +4 x

x2

1e

dxe (设  )1eu x +=
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(5) ∫ −− )xb)(ax(
dx 其中b > a（设 x = acos2θ + bsin2θ） 

(6) ∫ +
+1 

0 
2 dx

x1
)x1(nl (设 x = tanθ )  

 
  教师亦应和学生讨论下列有用的结果，并举实例说明︰ 

(1) 而其中  ∫∫ −+=
b 

a 

b 

a 
dx)xba(f  dx)x(f  ∫∫ −=

a 

0 

a 

0 
dx)xa(f  dx)x(f  

(2) 若 )xa(f)x(f −= ，则 ∫∫ =
a 

0 

a 

0 
dx)x(f  

2
adx)x(xf   

而其中 ∫∫ =
ππ π  

0 

 

0 
dx)x(sinf  

2
dx)x(sinxf   

(3) 若f(x) 是一周期w的周期函数，则  ∫∫ =
+ w 

0 

wa 

a 
dx)x(f  dx)x(f  

(4) 若f(x) 是一偶函数，则  ∫∫ =
−

a 

0 

a 

a 
dx)x(f  2dx)x(f  

(5) 若f(x) 是一奇函数，则  0dx)x(f  
a 

a 
=∫−

(6) ∫∫∫ ==
π

ππ  

0 

2

0

2

0
dx)x(sinf  

2
1dx)x(sinf dx)x(cosf  

 
可考虑下列有关的例题： 

(1) dx
xcosxsin

xcos 

0 

3

∫ +

π
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8  0    (B) 分部积分法 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3 

(2) dx
xcos1

xsinx 

0 
2∫ +

π
 

(3) 证明 并由此计算∫∫ −=−
a 

0 

mn
a 

0 

nm dx)xa(xdx)xa(x dxx8x
8 

0 

32∫ −  

(4)  ∫−
π

π

 

 

4 xdxsinx  

(5) 证明 ∫∫ +
=

+
2

 

0 

2
 

0 
dx

xsinxcos
xsindx

xsinxcos
xcos

ππ

并由此计算此积分。 

(6) 证明
4

dx
xcosxsin

xcos2
 

0 
nn

n π
π

=
+∫  

 
  

  分部积分的公式 ∫ ∫ ′−=′ dx)x(f)x(g)x(g)x(fdx)x(g)x(f 或 ∫ ∫−= vduuvudv  

 
可利用直观几何的方法来证明。 
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图中提供上述公式一个非形式化的几何解释： 

∫ vdu 代表区域 A 的面积； 

∫ udv 代表区域 B 的面积； 

uv 代表 OPQR 的面积而由此可得出上述公式。 
 
应用具代表性的例题作说明时可包括 

∫ dxxex 、 ∫ xdxsinx 和 ∫ xdxnl 。                   

 
学生混合使用代换法和分部积分的公式，就可以处理很多种类的积分，例如︰ 

(1)  ∫ dxbxcose ax

(2) ∫ +− dx)x1(nxtan 21 l  

(3) dxxn)
x
1

x
1( 2 l∫ +  

(4)  ∫ −
1 

0 

1 xdxsin  

(5)  ∫ −
1 

0 

1 dxxtanx  

(6) ∫ +
2

0
22222 )xsinbxcosa(

dxxsinxcosx 
π
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   (C) 归约公式 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   (D) 利用部分分数计算积分 

 
5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4 

 
  归约公式是用一组函数中较简单的函数的积分来表达函数组中任一函数的积分。归

约公式通常是利用分部积分的方法求得。在三角函数的积分中此法被广泛利用。可考虑

下列具代表性的例题： 
 

(1) 设 ∫ 4
 

0 

n dxxtan
π

可记为 ，证明nI 2nn I
1n

1
I −−

−
= ，n ≥ 2。由此计算 的值。4I

(2) 设 ∫ +
= n22n

ax

dxI
)(

，求 的归约公式，然后计算nI ∫ +

a 

0 
322 )ax(

dx
的值。 

(3) 若 dxexI
2xn

n ∫= ，证明对 n > 2， 2n
x1n

n I)1n(
2
1ex

2
1I

2

−
− −−= 。 

 

  有理代数函数的积分是可先将数式分解成部分分数后完成，一般有四类分式： 

  ∫ + bax
Ldx 、 ∫ + r)bax(

Ldx 、 dx
)cbxax(

MLx
2∫ ++

+ 和 ∫ ++
+

r2 )cbxax(
MLx dx。 

 
  学生处理前三类的分式应没有特别的困难，但若遇到最后那类分式时，则须要应用

归约公式了。 

  以下是一些可作讨论的例题︰ 

(1) dx
1x
3x 

1  

1  ∫ − +
+  

(2) dx
2x3x

x  
2

2∫ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−

 

(3) 设 ∫ −
= n4n )x1(

dx
I ，证明当 ，1n ≥ n4n1n )x1(

xI)1n4(nI4
−

+−=+ 并求

dx
)x1(

x
44

8

∫ −
的值。 
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83 

 
5.7    广义积分 
 

 
  应介绍广义积分的基本概念而学生预期可认识第一类广义积分，即 

  或 并可简单记为 或  ∫∞→

b 

a b
dx)x(f  lim ∫−∞→

b 

a a
dx)x(f  lim2 ∫

∞ 

a 
dx)x(f  ∫ ∞−

b 

 
dx)x(f  

 
及第二类广义积分，即 

  当 ， 和 ∞=
→

)x(flim
a x ∫∫ +→ +

=
b 

ha 

b 

a h
dx)x(f    limdx)x(f  

0

  当 ，  ∞=
→

)x(flim
bx ∫∫

−

→ +
=

hb 

a 

b 

a h
dx)x(f      limdx)x(f  

0

 
  属于第一类而具代表性的例子有： 

  (1) ∫
∞

+

 

0 x1
dx  

  (2) ∫ ∞−

1  

  
2x

dx  

  教师宜提出 ∫
∞ 

1 
2x

dx
作例题，但指明这不是一广义积分因其极限并不存在。    

  第二类广义积分的例题有 ∫
1 

0 x
dx  和 ∫− −

1 

1 x1
dx  。      

 45  
 41 

  同样地，教师可用 ∫
1 

0 x
dx  作说明，这亦不是一广义积分因其极限亦不存在。   



 
单元 B6：积分法的应用 
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特定目标： 
1. 学习应用定积分来计算平面面积、弧长、旋转体的体积及旋转曲面面积。 
2. 应用定积分计算和的极限。 
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6.1    平面面积 
 

 
5 

 
  作为定积分定义的延续，由曲线 y = f(x)、垂直线 x = a、x = b 及 x－轴包围的面积可以

根据有关函数的性质(即函数图像在 x－轴之上或之下)用下列方法计算出来。 
 
情况(1)：当y = f(x)在区间[a，b]内连续及非负，则面积可以下式表示 

∫
b 

dx)x(f  

及 

a 
 

 
 
 

 
          
情况(2)：当 y=f(x)在区间[a，b]内连续及非正，则面积可以下式表示 

∫−
b 

a 
dx)x(f  
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情况(3)：当 y = f(x)在区间[a，b]内连续及取值时正时负，则可以下列简例的程序求其面

积。 

 

面积表示式为 。 ∫∫ −
b 

c 

c 

a 
dx)x(f  dx)x(f  

 
  教师宜提醒学生在计算图像在 x－轴之下的面积时应留意加入负号，并应鼓励学生先

作函数草图以获得更清晰的了解。 

85 



 

内容 时间 
分配 

教学建议 

86 

 
 

 
 

 
  教师也应就曲线图像与 y－轴所围成的面积的各个不同情况详加阐释， 下面是一个例

子。 

 

  面积表示式为 。 ∫−
d 

c 
xdy  

 
  至于由两条曲线所围成的面积的计算，教师可与学生详细讨论下列图示的方法及其

变着，并应利用足够的例子加以说明。 
 

 
 
 
 
y = g(x) 
 
 
 

面积 = dx)]x(g)x(f[  
b 

a ∫ −

 

   

内容 时间 
分配 

教学建议 

87 

 
 

 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

面积= dx)]x(f)x(g[  
c 

a ∫ −

dx)]x(g)x(f[  
b 

c ∫ −

      + 

 
 

  当曲线以极方程 )(fr θ= 表示，则曲线与两半径围成的面积为 θ
β

α
dr

2
1  

 

2∫ 。 
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8  8 6.2    弧长 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3 

     
  当曲线以参数方程形式表示时，例如 x = x(t)；y = y(t)，则所围成的面积以下式表示

    dt
dt
dxy

dt
dyx

2
1 1

0

t 

t ∫ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ − ，其中A及B点的参数分别为t0及t1。 

 
  要令学生掌握计算面积的技巧，教师宜引入更多例子，包括不同方法及其变着，使

学生有更深入的了解。下列例子可加入考虑： 
(1) 求抛物线y2 = 5−x及直线y = x+1 所围成的面积。（注：此面积可以对x或对y积

分而求得，教师宜示范两个方法。） 

(2) 证明心脏线 )cos1(ar θ+= 所围成之面积为
2

a3 2π
。 

(3) 利用椭圆的参数方程 x = acosθ；y = bsinθ，证明椭圆的面积为πab。（注：教师

宜指导学生利用图像的特别几何性质，例如对称性质，去简化计算过程。） 
 

曲线 y = f(x)在两点 x = a 及 x = b 之间的弧长以 dx)
dx
dy(1

b 

a 

2∫ + 表示。 

 
若曲线以参数形式x = x (t)；y = y (t)表示，则由t = t1至t = t2之间的弧长为  

  dt)
dt
dy()

dt
dx(

2

1

t 

t 

22∫ + 。 

若曲线以极形式 r = r(θ)表示，则由 θ  =α至 θ = β之 间的弧长为 ∫ +
β

α
θ

θ

 

 

22 d)
d
dr(r 。

 
教师可用下列建议的例子作说明或与学生讨论之用。 
(1) 证明闭合曲线（星形线）x = acos3θ ﹔y = asin3θ的周界为 6a。 

(曲线图形的对称性可加利用) 
(2) 证明心脏线 r = a(1 + cosθ) 的周界长度为 4a。 
(3) 求曲线x3 = 8y2 由x = 1 至x = 3 的弧长。 
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6.3    旋转体的体积 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(注：教师在选择曲线作示范用途时，宜留意与椭圆有关的例子，在可能范围内应与学生

作简短的讨论，藉以扩阔他们对数学其它支派的认识。教师可参考下列方法，并作

简单介绍： 

 对椭图 θsinax = ； θcosby = ，恒有 

  +=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ θ
θθθ

22
222

cosa
d
dy

d
dx

d
ds )sine1(asinb 22222 θθ −= ， 

其中 e =
a
b
为离心率。由短轴一末端起计之弧长 s 是 θθ

φ
d sine1 a

 

0  

22∫ − 。此积分

不能以有限形式的初等函数表示，它是第二类的椭圆积分，并通常以 ),e(E φ 表示。

为了完整起见，教师可引入第一类椭图积分，即 ∫ −

φ

θ

θ 

0 22 sine1

d
，它通常以

),e(F φ= 表示。） 
  

4   在教授旋转体的体积时，教师宜与学生讨论旋转体的形成及其意义，同时也应引入

旋转轴这名词，好让学生能认识及分辨由某个曲线线段或面积沿着某一旋转轴旋转而成

的旋转体，之后教师可教授下列两个常用计算旋转体的体积的方法： 
 
(1) 圆盘法 
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  教师宜向学生强调圆盘元素体积 或 的公式为 ，它代表图盘的体

积。整个固体的体积为 。教师更可向学生介绍曲线沿 y－轴旋转所形成的体积

是 。 

VΔ dV dxydV 2π=

∫
b 

a 

2dxy  π

dyx  
d 

c 

2∫π
 
(2) 外壳法 

 
 

  75  表示删去的内容

 
 

在这里，元素体积是 xydx2π 及整体体积为 。 ∫
b 

a 
xydx  2π

  有些情形，旋转体的体积可能由曲线沿着 x－轴或 y－轴以外的线旋转或将两曲线围

成的面积旋转所形成，所以教师宜利用例子将各种可能情况加以阐明，并推导下列公式

供学生参考。 

  [[f(x)]∫
b 

a 
  π 2 − [g(x)]2] dx 或 [[f(y)]∫

d 

c 
   π 2 − [g(y)]2] dy 

   
  教师宜提供足够的例子作说明，下列例子可作参考。 
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6.4    旋转体的表面面积 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4 

 
(1) 证明由椭圆 x = acos θ；y = bsin θ 沿 x－轴旋转所形成的体积是 2ab

3
4
π 。  

(注：教师可要求学生从结果引申出半径为 r 的圆球体体积。) 

(2) 求将曲线y=x3、直线x = 2 及x－轴所围成的面积沿直线x = 2 旋转所形成的体积。

(注：教师可用圆盘法和外壳法两个方法解这问题。) 

   

 将曲线 y = f(x)上由 x = a 至 x = b 的弧沿 x－轴旋转所产生的表面面积是 

其中 ds 是弧长的元素，该面积公式通常以 

∫
b 

a 
yds2π

dx)
dx
dy(1y2

b 

a 

2∫ +π  表达。若同样的弧长沿

y－轴旋转，表面面积为  或∫
d 

c 
xds  2π dy)

dy
dx(1x2

d 

c 

2∫ +π  其中 c 及 d 分别为该弧末端

的纵坐标。 

  若曲线以极形式表式并以θ为自变量，则面积为 θ
θ

π
β

α
d

d
dsy2

 

 ∫ 其中y= rsinθ及 =
θd

ds

22 )
d
dr(r
θ

+ 。同样地，若曲线以参数形式x = x(t)；y = y(t)表示，由t = t0至t = t1之曲线部

分长度沿x一轴旋转所形成的表面面积是 

  dx)
dt
dy()

dt
dx()t(y2

1

0

t 

t 

22∫ +π 。 

   
  教师可与学生讨论下列例子： 

(1) 证明抛物线由原点至(4，4)的弧长沿 x－轴旋转形成的表面面积为 55(
3

8π

−1) 。 

(2) 证明心脏线 )cos1(ar θ+= 沿始线旋转所产生的表面面积为 2a
5

32
π 。 
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6.5    和的极限 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
4 

 
(3) 证明旋轮线 )sin1(ax θ−= ； )cos1(ay θ−= 沿 x－轴旋转所形成的表面面积为

2a
3

64
π 。 

(4) 证明星形线 ， 沿 x－轴旋转所形成的表面面积为tcosax 3= tsinay 3= 2a
5

12 π 。

    
 

  这是一个应用定积分有趣的课题。教师宜利用一些简单但明显的例子如  

  22222 n
n

n
1n...

n
3

n
2

n
1

+
−

++++  

作为引入，并提供适当的提示，使学生能发现合适的定积分、积分区间与恰当的分割，

而最重要是能选取正确的被积函数，来表示无限级数的极限。对此例而言，被积函数

为 f(x) = x ，区间为[0 , 1] 而分割为 0，
n
1 ，

n
2 ，

n
3 ，…，

n
1n − ，1。学生不难发现下列结

果： 

  ∑
=

⋅=+++
∞→∞→

n

1i n
 1   

n
 i lim)

n
n...

n
2

n
1(lim

n222n
 

              ∫=
1 

0 
xdx

             
2
1

=  

              
教师可提供更多如下列之例子 

(1) 2n
x1

dx)
1n2

1...
1n

1
n
1(lim

1 

0 n
l=

+
=

−
++

+
+ ∫∞→

 

(2) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−+
++

+
+

∞→ 2222n )1n(n
n...

1n
n

n
nlim

4x1
dx1 

0 
2

π
=

+
= ∫  
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(3) )
)(

...
)(

(lim
1n2n

1
1nn

1

n

1
2n −

++
+

+
∞→

)

n
1n1

1...

n
11

11(
n
1lim

n −+
++

+
+=

∞→
 

)12(2
x1

dx1 

0 
−=

+
= ∫  

 
务求使学生获得更深入的了解及增进他们的运算技巧。下列是一个值得与学生讨论的例

子： 

求 
n

!nlim
n

n ∞→
。先将它转换为 

  ∑
=

=
∞→

n

1i
)

n
i(n

n
 1 lim      y n

n
ll ，其中

n
ny

n

n

!lim
∞→

=  

20 
13 

        
1

xdxn   
1  

0  

−=

= ∫ l

故得     1ey −=
(注：教师教授此部分时，可令学生参考单元 B5，使他们能与黎曼和作为和的极限联系起

来。) 

教师必须提醒学生并不是所有和的极限都可用此法解答，调和级数， ∑
n
1 ，是其中

一个例子。 
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单元 B7：解析几何 
特定目标： 
1. 学习除直角坐标外的另一种坐标系：极坐标。 
2. 学习二次曲线。 
3. 利用代数方法，学习解决轨迹问题。 
4. 解决有关问题。 
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7.1 基本解析几何知识 

 
5 

 
  学生除了对中学数学解析几何内容有所认识外，学习此单元的其它课题应先掌握下

列知识： 
(1) 外分点； 

(2) 直线图形的面积      

yx
yx

yx
yx

         
2
1

11

nn

22

11

MM× ； 

(3) 求两直线的交角时所用公式  
21

21

mm1
mm

tan
+
−

=θ ； 

(4) 直线的法线式； 
(5) 两直线之间的角平分线； 
(6) 直线族及 
(7) 圆族。 

 
  学生应懂得极坐标系及直角坐标系之间的转换，并应掌握曲线方程在两个坐标系之

间的转换方法。 

  由极坐标转为直角坐标：  
⎩
⎨
⎧

=
=

θ
θ

sinry
cosrx
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7.2    于极坐标系的曲线描绘 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
4 

 

由直角坐标转为极坐标：
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≠=

+=

所在的象限，是由，並且其中，  y)(x   0    x        
x
ytan

yxr 22

θθ

决定。 
 
 
  学生应懂得极坐标曲线方程的绘图，因为在「积分的应用」一课中需要对这种绘图法

有基础认识，以下是一些学生应懂得绘画的简易极形式曲线方程： 
 

(1) 直线： 
 

θ = k，其中 k 为一正常数； 
r cos θ = a ( 垂直于 x – 轴的直线)  

(2) 圆： 
 

r = k，其中 k 为一正常数； 
r = sin θ  

(3) 拋物线： r = (1 + cos θ ) = k，其中 k 为一常数 
(4) 心脏线： r = a (1 – cos θ )，其中 a 为一常数 
(5) 玫瑰曲线： r = a sin 3θ 

 
       
    

  77  表示删去的内容
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7.3    于直角坐标系的圆锥曲线 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7 

 
(6) 螺线： 
 

θ=r  

 
 
 
  学生应可以分别各圆锥曲线的标准方程，包括： 

        (拋物线) ax4y2 =
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         (等轴双曲线) 2cxy =
 
其参数表达形式亦应加以学习，包括： 

y = rsinθ；  x = rcosθ (椭圆) 
y = bsinθ；  x = acosθ (椭圆) 
y = btanθ；  x = asecθ (双曲线) 

y =  
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t
c ； x = ct (等轴双曲线) 

y = 2at；  x = at2 (拋物线) 

对双曲线的渐近线亦需要有所认识，而对圆锥曲线的其它性质例如离心率、焦点及准线

等亦可教授但不需特别强调。 
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7.4    圆锥曲线的切线及法线 
 

 
6 
 

 
  学生应懂得运用不同方法去找出圆的切线。经过简单圆形x2 + y2 = a2上一点 (x1，y1)
的切线方程为 x1x + y1y = a2，其法线方程则为 x1y −y1x =0。这些基本结果的导数亦可在

此介绍以启发学生思考及计算如以下的例子以强调其基础方法： 

  计算经过圆形x2 + y2 +2gx + 2fy + c = 0 上一点(x1，y1) 的切线方程， 
(i) 可利用切线与圆形半径的垂直关系； 

(ii) 设切线方程为 y = mx+k，利用联立方程 有等根的关

系。 
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  并应注意到方法(ii)是可以应用于一点 (x1，y1) 不在圆形的情况上。在此可以得到经

过圆形 x2 + y2 +2gx + 2fy + c = 0 上一点 (x1，y1) 的切线方程为x1x + y1y + g(x + x1) + 
f(y + y1) + c = 0。若将其结果普及，应可得到下列结果： 

(a) 经过拋物线y2 = 4ax上一点(x1, y1)的切线方程为y1y = 2a(x + x1) 

(b) 经过椭圆 1
b
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(c) 经过双曲线 1
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(d) 经过等轴双曲线xy = c2上一点(x1, y1)的切线方程为y1x + x1y = 2c2 
 
  在找到切线方程后，学生应对法线方程问题上不会有任何因难的。 
 
  当二次曲线方程是以参数式表达时，其有关的结果亦应考虑。教师应引导学生找出

下列结果： 

(a) 拋物线 的切线方程为
⎩
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(b) 椭圆 的切线方程为
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(c) 双曲线 的切线方程为
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7.5    于直角坐标系的轨迹问题 
 
 
 
 
 

7.6    平面曲线的切线及法线 
 

31 
27 

 

(d) 等轴双曲线
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 的切线方程为 。 ct2ytx 2 =+

 
  为了使到学生能理解基本概念，并能掌握和运用所学技巧，切点弦的基本概念亦应

予以讨论。 
 
  学生应对一组能够符合一系列的限制条件而又能利用直角坐标方程来表达的点的轨

迹方程加以学习，例如： 
(1) 当一点与一固定点的距离不变，其移动的轨迹为一圆形。 
(2) 当一点与一固定点及一固定直线之间的距离相等，其移动的轨迹为一拋物线。

(3) 当圆形在一直在线滚动时，圆周上一点的轨迹为旋轮线。 
 
  当学习了微分学后，学生应可应用微分法去计算平面曲线在直角坐标系上的切线和

法线方程。利用微分公式及链式法则，学生应可找出以隐函数式或参数式定义的曲线的

切线和法线方程。教师应当在这课题上作出适当安排，因应学生的能力，将这个单元作

为微分学的深入应用前的引例，或作为基本微分学应用的延续。 
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