
单元B5：积分法 
特定目标： 

(1) 理解积分作为极限和的概念。 
(2) 学习有关积分的性质。 
(3) 理解积分基本定理。 
(4) 运用积分基本定理于积分的求值。 
(5) 学习一些求积分的方法。 
(6) 掌握广义积分的基本概念。 
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5.1    黎曼积分的定义 
 

 
5 

 
  有关定积分的理论可由两相异的途径表达：其一为透过几何直观的进路，此外亦可

采用纯分析的进路，前者需倚赖几何的面积概念，而后者则引用定积分作为一代数和的

极限的概念而无需引用几何概念。教师宜按学生所需决定其取向及施教次序。以下乃一

简化的说法以供参考： 
 
  在区间 [a，b] 内，设  及其图像为有限和连续。 0)x(f ≥

 

用点x0，x1，x2，…，xn将[a, b]分成n个子区间其中a = = b，

同时设 记为

10 xx < n1n2 xx...x <<<< −

1ii xx −− Δ xi及 为在[xiξ i−1，xi]内任一点。由曲线y = f(x)、直线x = a及x = b
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和 x－轴所包围的区域的面积约为总和 。此外，当 n 増加而 max ( ) 0，

可求此面积的值而此总和的极限则定义为 f(x) 由 x = a 到 x = b 的定积分并记为 

∑
=

Δξ
n

1i
ii x)(f ixΔ →

∫
b 

a 
dx)x(f  ，即  ∑

=
=∫

→
∞→

n

1i
ix)i(flim    dx)x(f

b 

a 
0)xmax(

n
i

Δξ
Δ

 
其中记号 

f(x) 称为被积函数； 
a  称为下限； 
b  称为上限而此总和则称为黎曼和。 

教师和学生讨论时，应强调下列各点： 
(1) [a，b] 是任意分割成子区间的﹔ 
(2) [x∈ξi i−1，xi]是任意的； 
(3) 将定积分定义为总和的极限已先假设a < b。当 a > b  其值定义为 

      ∫∫ −=
a 

b 

b 

a 
dx)x(fdx)x(f  

 

而当 a = b 时， (注︰若定积分是利用函数F(x)作定义的，则这些结果

可   视为定理；则 F(b) – F(a) = –[F(a) – F(b)] 及 F(a) – F(b) = 0 

0dx xf
a 

a 
=∫ )(

教师应示范例题并加以说明以帮助学生充分明白。以下的例题可作参考。 
例一 

   ∫
b 

a 

x dxe  

若使用相等的区间 Δxi = n
ab − = h (设)，则 x0 = a ， x1 = a + h， …，xi–1 = a + ( i –1 ) h。

设 为 ，即 ξiξ 1ix − i = a + ( i –1 ) h。 由于 max ， hxx ii =Δ=Δ
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5.2    定积分的简单性质 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
4 

 

      
1m
ab 1m1m

+
−=
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  其后，教师仍须详述下列各点： 

(1) 若f(x)在[a，b]是连续的，则f(x)在[a，b] 为可积的﹔ 
(2) 若f(x)在[a，b]是有界的和单调的，则f(x)在 [a，b]是可积的。 
 
教师可帮助学生从定义推导下列结果︰ 

(1) ，其中k为常数。 dx)x(f  kdx)x(kf  
b 

a 

b 

a ∫∫ =

(2) 。 ∫∫∫ +=+
b 

a 

b 

a 

b 

a 
dx)]x(g)x(f[  dx)x(g  dx)x(f  

(3) 而c是在区间 [a，b] 内或外任一点。 ∫∫∫ +=
b 

c 

c 

a 

b 

a 
dx)x(f  dx)x(f  dx)x(f  

(4) 若在[a，b]，对应于所有x的值，f(x) ≥g(x)，则 。 ∫∫ ≥
b 

a 

b 

a 
dx)x(g  dx)x(f  

(5) 若在[a，b]，对应于所有x的值， )x(|)x(f| φ≤ ， 

则 ∫∫ ≤
b 

a 

b 

a 
dx)x(   dx)x(f  φ 。 

  其中的特例有 (a) 若 |)x(f|)x( =φ ，则 ∫∫ ≤
b 

a 

b 

a 
dx|)x(f|  dx)x(f  。 

(b) 若 M)x( =φ ，而M 为常数，则 )ab(M dx)x(f   
b 

a 
−≤∫ 。 

可和学生讨论一些简单而直接的应用如下： 

(1) 若对x > 0 ，f(x) 是正的和单调递増的，试证明 。)n(fdx)x(f  )1n(f
n 

1n 
≤≤− ∫ −
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5.3    积分中值定理 
 
 

 
 
 
 
 
2 
 

 

(2) 
n4

 dx
x1
nxsin 

n
1 

1 

0 
2

π
≤

+∫ 。 

 
此定理宜以一简化的形式表达，即如︰ 

若 f(x) 在 [a, b] 是连续的，则在（a，b）中存在一数 ξ，而且 ∫ −⋅=
b 

a 
)ab()(fdx)x(f  ξ

 
  从附图中可容易看出要传达的概念。学生应不难明白 f(ξ)(b−a)原来的意义就是矩形

ABCD 的面积。 
 

 
� 

  如果想要一较形式化的证明，则可以用 5.2 所提及的性质和连续函数的性质，而其中

特别可用介值定理。 
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5.4  积分基本定理及其于计算积分的

应用 
 

 
4 
 

 
  积分的第一基本定理如下： 
 
  设 f(x) 在 [a，b] 是连续的及 

  设 F(x) 的定义为 ，其中dt)t(f  )x(F
x 

a ∫= bxa ≤≤ ， 

 
  则  (i) F(x) 在 [a，b] 是连续的 

    (ii) F(x) 在 (a，b) 是可微的和 )x(f)x(F
dx
d = 。 

亦可以简化的形式如下 ： 

若 f (x) 是连续的，则函数 是可微的且其导数相等于被积函数当

在积分上限时的数值，即 F ′ (x) = f(x)。 

dt)t(f  )x(F
x 

a ∫=

 
教师应和学生详细讨论而学生可在教师指导之下引用积分的中值定理来证明此定

理。 

(注：教师应在教授此定理之后立即详述下列各点： 
(1) 若一函数 F(x)的导数与被积函数 f(x)是相等的，则 F(x)被称为 f(x)的原函数。

(2) 若同一被积函数的两个原函数为 F(x) 和 G(x)，则 F(x) −G(x) 的导数是恒等于

零的，因此 F(x) – G(x)是常数。) 
 
至于积分的第二基本定理，教师亦可以同样手法帮助学生导出。可考虑下列的方式： 

设 f(x) 和 F(x)在[a，b]是连续的； 

若对于 a < x < b， )()( xfxF
dx
d

= ，则对于 a < x ≤b 

)a(F)x(Fdt)t(f  
x 

a 
−=∫ ，而其中  )a(F)b(Fdx)x(f  

b 

a 
−=∫
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5.5    不定积分法 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
6 

 
  教师应示范一些有启发性的例题以増强学生对上述定理的全面理解。在计算定积分

时一方面将其视为一无限的总和而另一方面可求有关的原函数作为另一方法。由此可以

提高学生对利用微分的逆运算来计算积分的认识。 
 
教师可先用简单的例题如 

  
3

a
3
bdxx  

33b 

a 

2 −=∫  

 
而最后用其它有趣的应用题如下： 

(1) 若考虑 
x
1)x(f =  在区间 [1，2]，则可以建立以下的结果 

K+
+

+
+ 2n

1
1n

1 →+
n2
1 2nl 当 n → ∞， 

(2) 若考虑 2x1
1)x(f
+

= 在 (0，1)，则可以证明当 时，∞→n
4nr

1  n
n

2r
22

π
=

+∑
=

。

 
  作为上述的延续，学生应将注意力集中在求原函数的机械程序作为计算定积分的另

一方法。代表 f(x)的不定积分的记号 ∫ dx)x(f 应介绍如下︰  

 

  若 )x(f
dx

)x(dF
= 成立，则称F(x)为f(x)的不定积分，且记为 。        ∫= dxxfxF )()(

 
教师亦应指出 f(x)的不定积分不是唯一的及若 F(x)是 f(x)的一个不定积分，则 F(x)+c 

(其中 c 是一常数)是另一个，而以 ∫ dx)x(f 作为 f(x)的原函数。  

  学生应能够运用下列公式求不定积分，事实上，教师可鼓励学生导出部分或全部公

式。  

(1) ∫ +
+

=
+

c
1n

xdxx  
1n

n ，n ≠ −1 
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(2) c)x(n
x
dx  +=∫ l  

(3)  ∫ += cedxe  xx

(4)  ∫ += cnaadxa xx l

(5)  ∫ +−= cxcosdxxsin 

(6)  cxsindxxcos +=∫
(7)  cxsecdxxtanxsec +=∫
(8)  ∫ += cxtandxxsec 2

(9)  cecxcosdxxcotecxcos +−=∫
(10)  cxcotdxxeccos 2 +−=∫
(11) cxsecndxxtan +=∫ l  

(12) cxsinndxxcot +=∫ l  

(13) ∫ +=
+

− cxtan
x1

dx 1
2  

(14) ∫ +=
−

− cxsin
x1

dx 1

2
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5.6    求积分的方法 
   (A) 代换法 
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  教师亦可提醒学生以下性质： 

(1) ，其中k是一常数 ∫ ∫= dx)x(f kdx)x(kf 

(2)  [ ] ∫∫∫ +=+ dx)x(g dx)x(f dx)x(g)x(f 

 
  应鼓励学生对各样的不定积分做足够的练习。因此可测试他们巳掌握了基本运算，

而可以顺利学习其后的技巧。 
 
 

  教授代换法时，对代换公式 无需作严谨的证明，但教师

宜开始时先用简单和明显的例子如下︰ 
∫ ∫ ′= dx)x(g)]x(g[f du)u(f 

  ∫ +1x
dx 、 、∫ + dx)1x( 10 dx

x
xcos ∫ 、 、∫ dxxcosxsin 5 ∫ xnx

dx 
l

等。 

  在某些积分中，当g′(x) 并不明显时，g(x)是要推测出来的，例如 

    ∫ −
+ dx

e1
e1 x

x

、 ∫ − dxx1 2 等。 

 
学生须透过大量有关的练习以发展这些技巧，以下是一些例子 

(1) ∫ +
2

 

0 xsin2
dx  

π

 

(2) ∫ + x eccosxcot
dx  

(3) ∫ −1e

dx 
x

(设  )eu x=

(4) ∫ +4 x

x2

1e

dxe (设  )1eu x +=
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(5) ∫ −− )xb)(ax(
dx 其中b > a（设 x = acos2θ + bsin2θ） 

(6) ∫ +
+1 

0 
2 dx

x1
)x1(nl

(设 x = tanθ )  

 
  教师亦应和学生讨论下列有用的结果，并举实例说明︰ 

(1) 而其中  ∫∫ −+=
b 

a 

b 

a 
dx)xba(f  dx)x(f  ∫∫ −=

a 

0 

a 

0 
dx)xa(f  dx)x(f  

(2) 若 )xa(f)x(f −= ，则 ∫∫ =
a 

0 

a 

0 
dx)x(f  

2
adx)x(xf   

而其中 ∫∫ =
ππ π  

0 

 

0 
dx)x(sinf  

2
dx)x(sinxf   

(3) 若f(x) 是一周期w的周期函数，则  ∫∫ =
+ w 

0 

wa 

a 
dx)x(f  dx)x(f  

(4) 若f(x) 是一偶函数，则  ∫∫ =
−

a 

0 

a 

a 
dx)x(f  2dx)x(f  

(5) 若f(x) 是一奇函数，则  0dx)x(f  
a 

a 
=∫−

(6) ∫∫∫ ==
π

ππ  

0 

2

0

2

0
dx)x(sinf  

2
1dx)x(sinf dx)x(cosf  

 
可考虑下列有关的例题： 

(1) dx
xcosxsin

xcos 

0 

3

∫ +

π
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3 

(2) dx
xcos1

xsinx 

0 
2∫ +

π
 

(3) 证明 并由此计算∫∫ −=−
a 

0 

mn
a 

0 

nm dx)xa(xdx)xa(x dxx8x
8 

0 

32∫ −  

(4)  ∫−
π

π

 

 

4 xdxsinx  

(5) 证明 ∫∫ +
=

+
2

 

0 

2
 

0 
dx

xsinxcos
xsindx

xsinxcos
xcos

ππ

并由此计算此积分。 

(6) 证明
4

dx
xcosxsin

xcos2
 

0 
nn

n π
π

=
+∫  

 
  

  分部积分的公式 ∫ ∫ ′−=′ dx)x(f)x(g)x(g)x(fdx)x(g)x(f 或 ∫ ∫−= vduuvudv  

 
可利用直观几何的方法来证明。 
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图中提供上述公式一个非形式化的几何解释： 

∫ vdu 代表区域 A 的面积； 

∫ udv 代表区域 B 的面积； 

uv 代表 OPQR 的面积而由此可得出上述公式。 
 
应用具代表性的例题作说明时可包括 

∫ dxxex 、 ∫ xdxsinx 和 ∫ xdxnl 。                   

 
学生混合使用代换法和分部积分的公式，就可以处理很多种类的积分，例如︰ 

(1)  ∫ dxbxcose ax

(2)  ∫ +− dx)x1(nxtan 21 l

(3) dxxn)
x
1

x
1( 2 l∫ +  

(4)  ∫ −
1 

0 

1 xdxsin  

(5)  ∫ −
1 

0 

1 dxxtanx  

(6) ∫ +
2

0
22222 )xsinbxcosa(

dxxsinxcosx 
π
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   (C) 归约公式 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   (D) 利用部分分数计算积分 

 
5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4 

 
  归约公式是用一组函数中较简单的函数的积分来表达函数组中任一函数的积分。归

约公式通常是利用分部积分的方法求得。在三角函数的积分中此法被广泛利用。可考虑

下列具代表性的例题： 
 

(1) 设 ∫ 4
 

0 

n dxxtan
π

可记为 ，证明nI 2nn I
1n

1
I −−

−
= ，n ≥ 2。由此计算 的值。4I

(2) 设 ∫ +
= n22n

ax

dxI
)(

，求 的归约公式，然后计算nI ∫ +

a 

0 
322 )ax(

dx
的值。 

(3) 若 dxexI
2xn

n ∫= ，证明对 n > 2， 2n
x1n

n I)1n(
2
1ex

2
1I

2

−
− −−= 。 

 

  有理代数函数的积分是可先将数式分解成部分分数后完成，一般有四类分式： 

  ∫ + bax
Ldx 、 ∫ + r)bax(

Ldx 、 dx
)cbxax(

MLx
2∫ ++

+ 和 ∫ ++
+

r2 )cbxax(
MLx dx。 

 
  学生处理前三类的分式应没有特别的困难，但若遇到最后那类分式时，则须要应用

归约公式了。 

  以下是一些可作讨论的例题︰ 

(1) dx
1x
3x 

1  

1  ∫ − +
+  

(2) dx
2x3x

x  
2

2∫ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−

 

(3) 设 ∫ −
= n4n )x1(

dx
I ，证明当 ，1n ≥ n4n1n )x1(

xI)1n4(nI4
−

+−=+ 并求

dx
)x1(

x
44

8

∫ −
的值。 
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5.7    广义积分 
 

 45  
 41 

 
  应介绍广义积分的基本概念而学生预期可认识第一类广义积分，即 

  或 并可简单记为 或  ∫∞→

b 

a b
dx)x(f  lim ∫−∞→

b 

a a
dx)x(f  lim2 ∫

∞ 

a 
dx)x(f  ∫ ∞−

b 

 
dx)x(f  

 
及第二类广义积分，即 

  当 ， 和 ∞=
→

)x(flim
a x ∫∫ +→ +

=
b 

ha 

b 

a h
dx)x(f    limdx)x(f  

0

  当 ，  ∞=
→

)x(flim
bx ∫∫

−

→ +
=

hb 

a 

b 

a h
dx)x(f      limdx)x(f  

0

 
  属于第一类而具代表性的例子有： 

  (1) ∫
∞

+

 

0 x1
dx  

  (2) ∫ ∞−

1  

  
2x

dx  

  教师宜提出 ∫
∞ 

1 
2x

dx
作例题，但指明这不是一广义积分因其极限并不存在。    

  第二类广义积分的例题有 ∫
1 

0 x
dx  和 ∫− −

1 

1 x1
dx  。      

  同样地，教师可用 ∫
1 

0 x
dx  作说明，这亦不是一广义积分因其极限亦不存在。   
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